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Klasyczny model: eksperyment o jednakowo
prawdopodobnych wynikach

Zaªo»enia:

1 Przestrze« próbek S ma sko«czenie wiele wyników
ω1, ω2, . . . , ωn,

2 Wszystkie wyniki ω1, ω2, . . . , ωn s¡ jednakowo prawdopodobne:

P(ω1) = P(ω2) = · · · = P(ωn).

Twierdzenie
Dla ka»dego zdarzenia A ⊂ S mamy

P(A) =
#{A}
#{S}

=
ilo±¢ wyników w A

ilo±¢ wszystkich wyników w S
.



Przykªady: (a) Rzucamy trzema kostkami. Podobnie jak w
poprzednim przykªadzie, znajdziemy P(suma = 7). Mamy

• n = 6 · 6 · 6 = 216,

• oznaczmy Σ - suma wszystkich oczek, Σ′ - suma oczek z
kostek 2 i 3, k1 - ilo±¢ oczek na pierwszej kostce. Mamy
(Σ = 7) = (k1 = 1,Σ′ = 6) + (k1 = 2,Σ′ = 5) + (k1 =
3,Σ′ = 4) + (k1 = 4,Σ′ = 3) + (k1 = 5,Σ′ = 2). Wszystkie te
zdarzenia s¡ parami rozª¡czne. Liczymy ilo±¢ wyników w
ka»dym z tych zdarze«. (Σ′ = 6) ma 5 wyników:
(1, 5), . . . , (5, 1). Podobnie liczymy ilo±¢ wyników w
pozostaªych zdarzeniach. Otrzymujemy

#{Σ = 7} = 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 15.

Otrzymujemy wi¦c

P(Σ = 7) =
15
216

=
5
72

.



(b) Z grupy 10 maª»e«stw (maª»e«stw tradycyjnych, 1 m¦»czyzna i
1 kobieta :-)) wybrana zostanie 1 kobieta K i 1 m¦»czyzna M. Jakie
jest prawdopodobie«stwo, »e wybrana para jest maª»e«stwem
{K♥M}?
• �atwo zauwa»y¢, »e n = 10 · 10,
• #{K♥M} = 10,

• mamy wi¦c P(K♥M) = 10

100
= 1

10
.



Prawdopodobie«stwo warunkowe i niezale»no±¢

Interesuje nas prawdopodobie«stwo zdarzenia w sytuacji, gdy pewna
informacja o wyniku (zwykle niepeªna) jest dost¦pna. Tworzymy
wi¦c nowy eksperyment: rozwa»amy tylko te wyniki, przy których
zaszªo pewne zdarzenie A i de�niujemy nowe prawdopodobie«stwo

P̃(B) =
P(A · B)

P(A)
.

To nowe prawdopodobie«stwo nazywamy prawdopodobie«stwem

warunkowym, i oznaczamy P(B
∣∣A). Prawdopodobie«stwo

warunkowe rozumiemy tak: jest to prawdopodobie«stwo B w
sytuacji, gdy wiadomo, »e zaszªo A.



Przykªad: W pojemniku jest 10 biaªych, 5 »óªtych i 10 czarnych
kul. Wyci¡gni¦to losowo jedn¡ kul¦, i spostrze»ono, »e nie byªa
czarna (zdarzenie C ). Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e byªa »óªta
(zdarzenie Ż )? Mo»emy popatrze¢ si¦ na to na 2 sposoby:

1 Mamy znale¹¢ prawdopodobie«stwo warunkowe

P(Ż
∣∣C ) =

P(Ż · C )

P(C )
.

Mamy Ż · C = Ż i w takim razie P(Ż
∣∣C ) =

5

25

15

25

= 1

3
.

Zauwa»my, »e P(Ż ) = 5

25
= 1

5
6= P(Ż

∣∣C ).

2 Zredukowana przestrze« próbek: Mamy now¡ przestrze«
próbek S̃ = {Ż + B} (B - biaªa) z wszystkimi wynikami równo
prawdopodobnymi. W tej sytuacji P̃(Ż ) = 5

15
= 1

3
.



Formuªa produktowa:

P(B · A) = P(A) · P(B
∣∣A).

Przykªad: Losowo wybrano 2 ludzi z grupy 4 kobiet i 6 m¦»czyzn.
Odpowiemy na dwa pytania: 1. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e
ta dwójka to kobiety? 2. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e
wybrana dwójka to osoby przeciwnej pªci?

1 Oznaczmy: K1 - pierwsza wybrana osoba to kobieta, K2 -
druga wybrana osoba to kobieta. Mamy
P(K1 · K2) = P(K1) · P(K2

∣∣K1) = 4

10
· 3
9

= 2

15
.

2 Oznaczamy dodatkowo: M1 - pierwsza wybrana osoba to
m¦»czyzna, i M2 - druga wybrana osoba to m¦»czyzna.
Liczymy: P(K1 ·M2 + M1 · K2) = P(K1 ·M2) + P(M1 · K2) =
P(K1) ·P(M2

∣∣K1) + P(M1) ·P(K2

∣∣M1) = 4

10
· 6
9

+ 6

10
· 4
9

= 8

15
.



Hipotezy: Zaªó»my, »e mamy dwa zdarzenia H1,H2 takie, »e
H1 · H2 = ∅ oraz H1 + H2 = S . Wtedy, dla dowolnego zdarzenia
A ⊂ S

P(A) = P(A
∣∣H1) · P(H1) + P(A

∣∣H2) · P(H2).

Zdarzenia H1,H2 to tak zwane hipotezy, i powy»szy wzór mo»emy
rozumie¢ tak, »e prawdopodobie«stwa zdarze« mo»emy oblicza¢
przy zaªo»eniu hipotez. W ten sposób odpowiedzieli±my na pytanie
2 w powy»szym przykªadzie.
Je»eli hipotez jest wi¦cej ni» 2, otrzymujemy analogiczny wzór:

P(A) =
∑

P(A
∣∣Hk) · P(Hk).



Drzewa prawdopodobie«stw

Przykªad: Student X nie mo»e si¦ zdecydowa¢, czy zapisa¢ si¦ na
zaj¦cia z francuskiego, czy na zaj¦cia z chemii. X ocenia, »e jego
szansa na 5 z francuskiego wynosi 0, 5, natomiast szansa na 5 z
chemii tylko 0, 3. X postanawia zdecydowa¢ o tym, na które zaj¦cia
si¦ zapisa¢ rzucaj¡c monet¡. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e
dostanie 5 z chemii? A jakie jest prawdopodobie«stwo, »e dostanie
5?



Rozwi¡zanie:

F

Ch

0,5

0,5

0,5

0,5

0,3

0,7

AF

AF

ACh

ACh

F - zapisuje si¦ na francuski,
Ch - zapisuje si¦ na chemi¦,
AF - prawd. 5 z francuskiego,
ACh - prawd. 5 z chemii,
A - prawd. 5.

P(ACh) = P(Ch)P(A
∣∣Ch) =

= 0, 5 · 0, 3 = 0, 15,

P(AF ) = P(F )P(A
∣∣F ) =

= 0, 5 · 0, 5 = 0, 25,

P(A) = P(ACh)+P(AF ) = 0, 4.



Zdarzenia niezale»ne

De�nicja

Mówimy, »e zdarzenie A jest niezale»ne od B , je»eli

P(A
∣∣B) = P(A).

Uwaga: Ogólnie P(A
∣∣B) 6= P(A). Rozwa»my rzut dwoma

kostkami, i niech, jak zwykle, Σ b¦dzie sum¡ oczek.

• P(Σ = 8) = 5

36
6= 1

6
= P(Σ = 8

∣∣pierwsza = 4),

• Z drugiej strony P(Σ = 7) = 1

6
= P(Σ = 7

∣∣pierwsza = 4).



Wªasno±¢
Zdarzenia A i B s¡ niezale»ne dokªadnie wtedy, gdy

P(A · B) = P(A) · P(B).



De�nicja

Zdarzenia A,B, . . . ,D nazywaj¡ si¦ wzajemnie niezale»nymi, je»eli

P(A · B · · · · · D) = P(A) · P(B) · · · · · P(D).

Przykªad: Rzucamy monet¡ wielokrotnie, a» wyrzucimy orªa.
Zakªadamy, »e wyniki kolejnych rzutów s¡ zdarzeniami wzajemnie
niezale»nymi, jakie jest prawdopodobie«stwo, »e b¦dziemy musieli
rzuca¢ co najmniej 6 razy? A jakie, »e b¦dziemy musieli rzuca¢
dokªadnie 6 razy?



Rozwi¡zanie: Niech Rk oznacza zdarzenie, »e w k-tym rzucie
wypadªa reszka, R oznacza zdarzenie, »e musieli±my rzuca¢
przynajmniej 6 razy. Zauwa»my, »e H oznacza, »e w pierwszych 5
rzutach wypadªa reszka, czyli H = R1 ·R2 ·R3 ·R4 ·R5. Mamy wi¦c:

P(H) = P(R1·R2·R3·R4·R5) = P(R1)·P(R2)·P(R3)·P(R4)·P(R5) =
1
32

.

�eby odpowiedzie¢ na drugie pytanie, niech H ′ oznacza zdarzenie,
»e musieli±my rzuca¢ dokªadnie 6 razy, czyli w pierwszych 5 rzutach
wypadªy reszki, a w 6 rzucie orzeª (O6). Mamy wi¦c
H ′ = R1 · R2 · R3 · R4 · R5 · O6, czyli

P(H ′) = P(R1 · R2 · R3 · R4 · R5 · O6) =

= P(R1) · P(R2) · P(R3) · P(R4) · P(R5) · P(O6) =
1
64

.



Zmienne losowe

De�nicja

Warto±ci liczbowe, które s¡ przypisane wynikom eksperymentów

nazywaj¡ si¦ zmiennymi losowymi

Przykªady: (a) Rzucamy dwoma kostkami. Wynikiem jest ilo±¢
wyrzuconych oczek (i , j). Suma Σ = i + j jest zmienn¡ losow¡,
przyjmuje ona mo»liwe warto±ci: 2, 3, . . . , 12.

(b) Rzucamy monet¡, dopóki nie wypadnie orzeª. Niech N oznacza
ilo±¢ potrzebnych rzutów. N jest zmienn¡ losow¡, która mo»e
przyj¡¢ warto±ci 1, 2, . . . .

(c) Mierzymy zawarto±¢ procentow¡ X jakiego± skªadnika w próbce
o nieznanym skªadzie. X jest zmienn¡ losow¡, i mo»e przyj¡¢
warto±ci w przedziale [0, 100].



Dyskretne zmienne losowe

De�nicja

Zmienna losowa X nazywa si¦ dyskretn¡ je»eli warto±ci które mo»e

przyj¡¢ mo»na ustawi¢ w ci¡g (sko«czony lub niesko«czony)

x1, x2, . . . .

Przykªady: (a) Rzut dwoma kostkami. Σ = i + j jest dyskretn¡
zmienn¡ losow¡.

(b) Rzucamy monet¡ do momentu wyrzucenia orªa. Ilo±¢
potrzbnych rzutów N to dyskretna zmienna losowa.

(c) mierzymy procentow¡ zawarto±¢ X skªadnika w nieznanej
próbce. Mo»liwe warto±ci X to przedziaª [0, 100], a wi¦c X nie jest
dyskretn¡ zmienn¡ losow¡.



Niech X b¦dzie dyskretn¡ zmienn¡ losow¡, o warto±ciach
x1, x2, x3, . . . . Zapisujemy to krótko X ∈ {x1, x2, x3, . . . }. Niech

pk = P(X = pk), k = 1, 2, . . . .

Warto±ci xk wraz z odpowiadaj¡cymi im prawdopodobie«stwami pk
nazywamy rozkªadem dyskretnej zmiennej losowej X . Rozkªad
cz¦sto zapisujemy przy pomocy tabelki:

X x1 x2 x3 . . .

P p1 p2 p3 . . .

Mamy nast¦puj¡ce oczywiste wªasno±ci:

1 pk ≥ 0, k = 1, 2, 3, . . . ,

2 p1 + p2 + p3 + · · · = 1.



Przykªady: (a) Rzucamy dwukrotnie kostk¡, i rozwa»amy zmienn¡
losow¡ Σ = i + j .

Σ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P 1

36

2

36

3

36

4

36

5

36

6

36

5

36

4

36

3

36

2

36

1

36

Rozkªad mo»emy te» zilustrowa¢ przy pomocy wykresu:

p

0,167

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 Σ



(b) Rzucamy monet¡ do momentu wyrzucenia orªa, i rozwa»amy
zmienn¡ N - ilo±¢ rzutów.

N 1 2 . . . k . . .

P 1

2

1

22
. . . 1

2k
. . .

Rozkªad w postaci wykresu:

p

0,5

1 2 3 4 k



(c) X aplikuje o dwie posady w Instytucie Matematycznym

• A - otrzyma ofert¦ na 1 posad¦, P(A) = 0, 5
• B - otrzyma ofert¦ na 2 posad¦, P(B) =?

• P(B
∣∣A) = 0, 2, P(B

∣∣A) = 0, 4
• Y - liczba ofert które X otrzymaª, Y = 0, 1, 2

Mamy znale¹¢ rozkªad zmiennej Y .

Rozwi¡zanie:

p0 = P(Y = 0) = P(A · B) = P(A) · P(B
∣∣A) =

= (1− P(A))(1− P(B
∣∣A)) = 0, 5 · 0, 6 = 0, 3

p1 = P(Y = 1) = P(A · B + A · B) = P(A · B) + P(A · B) =

= P(A)P(B
∣∣A) + P(A)P(B

∣∣A) =

= P(A)(1−P(B
∣∣A))+(1−P(A))P(B

∣∣A) = 0, 5·0, 8+0, 5·0, 4 = 0, 6



W ko«cu
p2 = P(Y = 2) = 1− p0 − p1 = 0, 1

lub
p2 = P(A · B) = P(A)P(B

∣∣A) = 0, 5 · 0, 2 = 0, 1

Rozkªad zmiennej Y mo»emy zapisa¢ w postaci tabelki:

Y 0 1 2
P 0, 3 0, 6 0, 1



Rozkªad zmiennej Y mo»emy te» odczyta¢ z drzewka
prawdopodobie«stw:

Start 1 posada 2 posada

T

N

T

N

T

N

0,5

0,5

0,2

0,8

0,4

0,6

0,1

0,4

0,2

0,3

P (Y = 0) = 0, 3

P (Y = 1) = 0, 4 + 0, 2 = 0, 6

P (Y = 2) = 0, 1

Mo»emy te» zada¢ dodatkowe pytanie: jakie jest
prawdopodobie«stwo p, »e X otrzyma co najmniej jedn¡ ofert¦?
Znaj¡c rozkªad zmiennej Y mo»emy ªatwo odpowiedzie¢:
p = p1 + p2 = 0, 6 + 0, 1− 0, 7.



Warto±¢ oczekiwana dyskretnej zmiennej losowej

De�nicja

Niech X b¦dzie dyskretn¡ zmienn¡ losow¡ przyjmuj¡c¡ warto±ci

x1, x2, x3, . . . z prawdopodobie«stwami

pi = P(X = xi ), i = 1, 2, 3, . . . . Warto±ci¡ oczekiwan¡ zmiennej

X , oznaczan¡ E (X ) nazywamy sum¦

E (X ) = x1p1 + x2p2 + x3p3 + . . .



Motywacja: B¦dziemy powtarza¢ do±wiadczenie, zwi¡zane ze
zmienn¡ losow¡ X . Niech X1 b¦dzie wynikiem za pierwszym razem,
X2 drugim wynikiem, i tak dalej.

De�nicja

Warto±ci¡ ±redni¡ X nazywamy zmienn¡ losow¡

X =
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
.

Fakt

X → E (X ) gdy n→∞.



Przykªady: (a) Rzucamy kostk¡, X to ilo±¢ oczek. Mamy
pi = P(X = i) = 1

6
, wi¦c

E (X ) = 1 · 1
6

+ 2 · 1
6

+ · · ·+ 6 · 1
6

=
21
6

= 3, 5.

(b) Wró¢my do przykªadu naukowca X aplikuj¡cego o 2 pozycje,

oraz Y to ilo±¢ ofert. Znale¹li±my wcze±niej rozkªad zmiennej Y :

Y 0 1 2
P 0, 3 0, 6 0, 1

W takim razie

E (Y ) = 0 · 0, 3 + 1 · 0, 6 + 2 · 0, 1 = 0, 8.



(c) Rzucanie monet¡, do momentu pierwszego orªa, X jest ilo±ci¡
rzutów. Obliczyli±my wcze±niej, »e pi = P(X = i) = 1

2i
, a wi¦c

E (X ) = 1 · 1
2

+ 2 · 1
22

+ 3 · 1
23

+ · · · = 2.

(d) Rzucamy dwoma kostkami, Σ jest sum¡ i + j . Wyznaczyli±my

wcze±niej rozkªad Σ:

Σ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P 1

36

2

36

3

36

4

36

5

36

6

36

5

36

4

36

3

36

2

36

1

36

Mamy wi¦c:

E (X ) =
1
36

(1·2+2·3+3·4+4·5+5·6+6·7+5·8+4·9+3·10+2·11+1·12) = 7.



Wªasno±ci E (X )

1 E (C ) = C ,

2 E (X + Y ) = E (X ) + E (Y ),

3 E (CX ) = CE (X ),

4 E (X · Y )
?
= E (X )E (Y ).

Ostatnia wªasno±¢ (4) mo»e by¢ speªniona lub nie. Zobaczmy
przykªady.



Przykªad: Rzucamy monet¡ i niech Z = 0 lub 1 w zale»no±ci od
tego, czy wypadªa reszka czy orzeª. Powtarzamy prób¦ dwukrotnie,
i niech Z1 b¦dzie pierwszym wynikiem, a Z2 drugim.

1 X = Z1,Y = Z2. Wtedy E (X ) = E (Y ) = 1

2
, czyli

E (X )E (Y ) = 1

4
.

XY 0 1
P 3

4

1

4

⇒ E (X · Y ) = 1

4
.

W tym przypadku wªasno±¢ (4) jest speªniona.

2 X = Z1 + Z2, Y = Z1 · Z2. Wtedy E (X ) = 1 i E (Y ) = 1

4
.

Mamy

X ·Y = Z1Z2(Z1+Z2) = Z 2

1Z2+Z1Z
2

2 = 2Z1Z2 (bo Z 2

i = Zi ).

W tym przypadku wªasno±¢ (4) nie jest speªniona, bo

E (XY ) = 2E (Z1Z2) = 2
1
4

=
1
2
6= E (X )E (Y ) =

1
4
.



De�nicja

Zmienne X i Y nazywaj¡ si¦ niezale»nymi, je»eli dla dowolnych

warto±ci xi oraz yj zdarzenia {X = xi} oraz {Y = yj} s¡ niezale»ne.

Wªasno±¢: Je»eli X oraz Y s¡ niezale»ne, to zachodzi wªasno±¢
(4):

E (X · Y ) = E (X ) · E (Y ).

Ogólniej, je»eli X1 = a1,X2 = a2, . . . ,Xk = ak przyjmuj¡ warto±ci
niezale»nie, to

P(X1 = a1,X2 = a2, . . . ,Xk = ak) =

= P(X1 = a1) · P(X2 = a2) · . . . · P(Xk = ak),

oraz

E (X1 · X2 · · · · · Xk) = E (X1) · E (X2) · · · · · E (Xk).



Przykªad: Przypu±¢my, »e w pewnej fabryce zdarzaj¡ si¦ wypadki, i
»e ±rednia liczba wypadków rocznie wynosi 2. Przypu±¢my te», »e
liczba robotników rannych w poszczególnych wypadkach to
niezale»ne zmienne losowe o takim samym rozkªadzie, z warto±ci¡
oczekiwan¡ 2, 5. Niech N b¦dzie ilo±ci¡ robotników rannych w
ci¡gu roku, i obliczmy warto±¢ oczekiwan¡ N. Rozwi¡zanie: Niech
A b¦dzie liczb¡ wypadków, a W1, . . . ,WA b¦d¡ liczbami
poszkodowanych robotników w kolejnych wypadkach. Zmienna
N = W1 + W2 + · · ·+ WA. Mamy wi¦c

E (N) =
∑
k

E (W1 + · · ·+ Wk

∣∣A = k)P(A = k)

=
∑
k

E (W1 + · · ·+ Wk)P(A = k)

=
∑
k

k · E (W )P(A = k)

= E (W ) · E (A)

= 2 · 2, 5 = 5.



Wariancja zmiennej losowej

De�nicja

Wariancja Var(X ) zmiennej losowej X jest zde�niowana

nast¦puj¡co (u»ywamy te» okre±lenia rozrzut):

Var(X ) = E (X − E (X ))2.

Przydatny wzór: Var(X ) = E (X 2)− E (X )2.

Przykªady: (a) Zmienna losowa Bernoulliego (z niesymetryczn¡
monet¡)

X 0 1
P q p

X 2 0 1
P q p

• E (X ) = 1 · p + 0 · q = p,

• Var(X ) = E (X 2)− E (X )2 = p − p2 = pq.



(b) Aplikacja o 2 pozycje, X jest ilo±ci¡ uzyskanych:
X 0 1 2
P 0.3 0.6 0.1

X 2 0 1 4
P 0.3 0.6 0.1

• E (X ) = 0.8,

• E (X 2) = 0 · 0, 3 + 1 · 0, 6 + 4 · 0, 1 = 1,

• Var(X ) = E (X 2)− E (X )2 = 1− 0, 64 = 0, 36.



Wªasno±ci wariancji

1 X = const ⇒ Var(X ) = 0,

2 Var(X + c) = Var(X ),

3 Var(cX ) = c2Var(X ),

4 Je»eli X ,Y s¡ niezale»ne, to

Var(X + Y ) = Var(X ) + Var(Y ).

Przykªady: (a) Niech X = Y . Wtedy

• Var(X + Y ) = Var(2X ) = 4Var(X ),

• Var(X ) + Var(Y ) = 2Var(X ) 6= Var(X + Y ).



(b) Maªa �rma taksówkowa ma 10 taksówek. Ka»da taksówka
dostaje w ci¡gu roku mandaty z takim samym
prawdopodobie«stwem: 0 mandatów z prawdopodobie«stwem 0.3,
1 mandat z prawdopodobie«stwem 0.5 i 2 mandaty z
prawdopodobie«stwem 0.2 (nie dostaj¡ wi¦cej ni» 2 mandaty, bo po
drugim musz¡ ju» bardzo uwa»a¢). Zakªadaj¡c, »e ilo±ci mandatów
otrzymywanych przez poszczególne taksówki s¡ zmiennymi
niezale»nymi, znajd¹ oczekiwan¡ rocznie ilo±¢ mandatów, oraz jej
wariancj¦.

Rozwi¡zanie: #- ilo±¢ mandatów. # = #1 + · · ·+ #10, {#i} -
zmienne niezale»ne.

#i 0 1 2
P 0.3 0.5 0.2

⇒ E (#i ) = 0, 9, Var(#i ) = 0, 49.

W takim razie E (#) = 10E (#i ), Var(#) = 10Var(#i ) = 4, 9.


