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Klasyczny model: eksperyment o jednakowo
prawdopodobnych wynikach

Zatozenia:

@ Przestrzen prébek S ma skonczenie wiele wynikéw

wWi1,wW2,...,Wn,
® Wszystkie wyniki wy,wo, ..., wn, s3 jednakowo prawdopodobne:
P(wi) = P(w2) = -+ = P(wp).
Twierdzenie

Dla kazdego zdarzenia A C S mamy

_ #HAY ilos¢ wynikéw w A
~ #{S}  ilos¢ wszystkich wynikow w S’

P(A)



Przykfady: (a) Rzucamy trzema kostkami. Podobnie jak w
poprzednim przyktadzie, znajdziemy P(suma = 7). Mamy

e n==6-6-6=216,

e oznaczmy X - suma wszystkich oczek, ¥’ - suma oczek z
kostek 2 i 3, ki - iloé¢ oczek na pierwszej kostce. Mamy
(E=7)=(k=1,Y=6)+ (ks =2, =5)+ (k1 =
3, =4)+ (ki =4, =3) + (ki =5, = 2). Wszystkie te
zdarzenia s3 parami roztaczne. Liczymy ilos¢ wynikéw w
kazdym z tych zdarzen. (¥’ = 6) ma 5 wynikéw:
(1,5),...,(5,1). Podobnie liczymy ilos¢ wynikéw w
pozostatych zdarzeniach. Otrzymujemy

#{T =T} =5+4+34+2+1=15

Otrzymujemy wiec

15 5

PE=1=s6"7



(b) Z grupy 10 matzenstw (matzenstw tradycyjnych, 1 mezczyzna i
1 kobieta :-)) wybrana zostanie 1 kobieta K i 1 mezczyzna M. Jakie
jest prawdopodobieistwo, ze wybrana para jest matzefdstwem
{KOM}?

e tatwo zauwazy¢, ze n = 10- 10,

o #{KOM} = 10,

o mamy wiec P(KOM) = 20 = L.



Prawdopodobienstwo warunkowe i niezalezno$¢

Interesuje nas prawdopodobienstwo zdarzenia w sytuacji, gdy pewna
informacja o wyniku (zwykle niepetna) jest dostepna. Tworzymy
wiec nowy eksperyment: rozwazamy tylko te wyniki, przy ktérych
zaszto pewne zdarzenie A i definiujemy nowe prawdopodobienstwo

=« P(A-B)
A ON

To nowe prawdopodobienstwo nazywamy prawdopodobieristwem
warunkowym, | oznaczamy P(B‘A). Prawdopodobieristwo
warunkowe rozumiemy tak: jest to prawdopodobienstwo B w
sytuacji, gdy wiadomo, ze zaszfo A.



Przyktad: W pojemniku jest 10 biatych, 5 zéttych i 10 czarnych
kul. Wyciagnieto losowo jedna kule, i spostrzezono, ze nie byta
czarna (zdarzenie C). Jakie jest prawdopodobienistwo, ze byta zétta
(zdarzenie Z)? Mozemy popatrzeé sie na to na 2 sposoby:

@ Mamy znalez¢ prawdopodobienstwo warunkowe

P(Z|C) = PEz.C)

Mamy Z - C = Z i w takim razie P(Z}f) =
Zauwazmy, ze P(Z) = 5 = 1 # P(Z|C).

® Zredukowana przestrzen prébek: Mamy nowa przestrzen

probek S = {Z + B} (B - biata) z wszystkimi wynlkaml réwno

prawdopodobnymi. W tej sytuacji P(Z) = li = 3.

Blofle
W=



Formuta produktowa:
P(B-A)=P(A)- B|A

Przyktad: Losowo wybrano 2 ludzi z grupy 4 kobiet i 6 mezczyzn.
Odpowiemy na dwa pytania: 1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
ta dwgjka to kobiety? 2. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wybrana dwdjka to osoby przeciwnej ptci?
@ Oznaczmy: Kj - pierwsza wybrana osoba to kobieta, K5 -
druga wybrana osoba to kobieta. Mamy
P(Ki- K2) = P(K1) - P(Ko| K1) = 15+ 3 = &-
® Oznaczamy dodatkowo: M - pierwsza wybrana osoba to
mezczyzna, i M, - druga wybrana osoba to mezczyzna.
LiCZymy P(Ky - My + My - Kz) P(Ki - M) + P(Mi - Kp) =
P(Ki)- P(Ma|Ki) + P(My) - P(Ko|My) = 75 - 8+ 2. 3 = &



Hipotezy: Zatézmy, ze mamy dwa zdarzenia Hy, H, takie, ze
H; - H, = () oraz H; + Hy = S. Wtedy, dla dowolnego zdarzenia
ACS

P(A) = P(A|Hy) - P(H1) + P(A|Hz) - P(Hz).

Zdarzenia Hy, H» to tak zwane hipotezy, i powyzszy wzér mozemy
rozumie¢ tak, ze prawdopodobienstwa zdarzen mozemy obliczaé
przy zatozeniu hipotez. W ten sposéb odpowiedzielismy na pytanie
2 w powyzszym przyktadzie.

Jezeli hipotez jest wiecej niz 2, otrzymujemy analogiczny wzér:

P(A) = P(A[Hi) - P(Hy).



Drzewa prawdopodobienstw

Przyktad: Student X nie moze sie zdecydowa¢, czy zapisac sie na
zajecia z francuskiego, czy na zajecia z chemii. X ocenia, ze jego
szansa na 5 z francuskiego wynosi 0,5, natomiast szansa na 5 z
chemii tylko 0,3. X postanawia zdecydowaé o tym, na ktére zajecia
sie zapisa¢ rzucajac monetg. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze
dostanie 5 z chemii? A jakie jest prawdopodobienstwo, ze dostanie
57



Rozwiazanie:

0,7

F - zapisuje sie na francuski, P(Ach) = P(Ch) P(A|Ch) =
Ch - zapisuje sie na chemie, —05.03=0.15

AFf - prawd. 5 z francuskiego, ’ ’ T

Ach - prawd. 5 z chemii, P(AF) = P(F) 'D(A‘F) =
A - prawd. 5. =0,5-0,5=0,25,

’D(A) = P(ACh)+P(AF) =0,4.



Zdarzenia niezalezne

Definicja
Mowimy, ze zdarzenie A jest niezalezne od B, jezeli

P(A|B) = P(A).

Uwaga: Ogdlnie P(A|B) # P(A). Rozwazmy rzut dwoma
kostkami, i niech, jak zwykle, ¥ bedzie suma oczek.

o P(£=8) =5 # ¢ = P(X = 8|pierwsza = 4),
e Z drugiej strony P(¥ =7) = ¢ = P(X = 7|pierwsza = 4).



Wtasnosc
Zdarzenia A i B s3 niezalezne dokfadnie wtedy, gdy

P(A-B) = P(A)- P(B).



Definicja
Zdarzenia A, B, ..., D nazywaja sie wzajemnie niezaleznymi, jezeli

Przyktad: Rzucamy monetg wielokrotnie, az wyrzucimy orta.
Zaktadamy, ze wyniki kolejnych rzutéw sg zdarzeniami wzajemnie
niezaleznymi, jakie jest prawdopodobienstwo, ze bedziemy musieli
rzuca¢ co najmniej 6 razy? A jakie, ze bedziemy musieli rzuca¢
dokfadnie 6 razy?



Rozwigzanie: Niech R, oznacza zdarzenie, ze w k-tym rzucie
wypadta reszka, R oznacza zdarzenie, ze musielismy rzucaé
przynajmniej 6 razy. Zauwazmy, ze H oznacza, ze w pierwszych 5
rzutach wypadta reszka, czyli H =Ry - Ry - R3 - R4 - Rs. Mamy wiec:

1
P(H) = P(R1-R2-R3-Ra-Rs) = P(R1)-P(R2)-P(R3)-P(Ra)-P(Rs) = ok
Zeby odpowiedzie¢ na drugie pytanie, niech H' oznacza zdarzenie,
ze musielismy rzucaé doktadnie 6 razy, czyli w pierwszych 5 rzutach
wypadty reszki, a w 6 rzucie orzet (Og). Mamy wiec
H/:Rl-RQ-R3-R4'R5'O6, czyli

P(H)=P(Ri-Ry-R3-Rs-Rs- Og) =

= P(R1) - P(R:2) - P(R3) - P(Rs) - P(Rs) - P(Og) = 6i4



Zmienne losowe

Definicja
Wartosci liczbowe, ktére sg przypisane wynikom eksperymentéw
nazywaja sie zmiennymi losowymi

Przykfady: (a) Rzucamy dwoma kostkami. Wynikiem jest ilos¢
wyrzuconych oczek (i,j). Suma ¥ = i+ j jest zmienng losowa,
przyjmuje ona mozliwe wartosci: 2,3,...,12.

(b) Rzucamy moneta, dopédki nie wypadnie orzet. Niech N oznacza
ilos¢ potrzebnych rzutéw. N jest zmienng losows, ktéra moze
przyja¢ wartosci 1,2,. ...

(c) Mierzymy zawartos$¢ procentowg X jakiegos sktadnika w prébce
o nieznanym skfadzie. X jest zmienna losows, i moze przyjac
wartosci w przedziale [0, 100].



Dyskretne zmienne losowe

Definicja

Zmienna losowa X nazywa sie dyskretna jezeli wartosci ktére moze
przyja¢ mozna ustawi¢ w ciag (skoriczony lub nieskoriczony)

X1y X2y e e

Przykfady: (a) Rzut dwoma kostkami. ¥ = i + j jest dyskretna
zmienng losowa.

(b) Rzucamy moneta do momentu wyrzucenia orfa. llos¢
potrzbnych rzutéw N to dyskretna zmienna losowa.

(c) mierzymy procentowg zawartos¢ X sktadnika w nieznanej
prébce. Mozliwe wartosci X to przedziat [0,100], a wiec X nie jest
dyskretng zmienng losowa.



Niech X bedzie dyskretng zmienng losowa, o wartosciach
X1,X2,X3,.... Zapisujemy to krétko X € {xi,x2,x3,...}. Niech

pk:P(X:pk)7 /(21,2,....

Wartosci xx wraz z odpowiadajacymi im prawdopodobiefstwami py
nazywamy rozktadem dyskretnej zmiennej losowej X. Rozkfad
czesto zapisujemy przy pomocy tabelki:

X‘Xl‘XQ‘X3‘...
Plpi|p|ps|-..

Mamy nastepujace oczywiste wtasnosci:
®pc>0, k=1,2,3,...,
@p+tptpst+---=1



Przykfady: (a) Rzucamy dwukrotnie kostka, i rozwazamy zmienna
losowa & =i+ .

|2 [3][4 |5 |67 8|9 ]10]11]12
Plal o o awlalalaslslsls

Rozktad mozemy tez zilustrowaé przy pomocy wykresu:

p

00674 '




(b) Rzucamy moneta do momentu wyrzucenia orta, i rozwazamy
zmienng N - ilos¢ rzutéw.

2 |... |
1

2R

Nt -—-—----»
wWt---»
[ g

o~



(c) X aplikuje o dwie posady w Instytucie Matematycznym

e A - otrzyma oferte na 1 posade, P(A) = 0,5

e B - otrzyma oferte na 2 posade, P(B) =7

e P(B|A)=0,2, P(B|A)=0,4

e Y - liczba ofert ktére X otrzymat, Y =0,1,2
Mamy znalez¢ rozktad zmiennej Y.

Rozwiazanie:

po = P(Y = 0) = P(A-B) = P(A) - P(B|A) =
— (1— P(A))(1 — P(B|A)) =0,5-0,6 = 0,3

p1:P(Y:1)—P(A B+A-B)=P(A-B)+P(A-B)=
= P(A)P(B|A) +P( )P(B {Z)
= P(A)(1-P(B|A))+( 1—P( P(B|A) = 0,5-0,8+0,5-0,4 = 0,6



W koficu
pp=P(Y=2)=1-py—p1=0,1

lub

Rozktad zmiennej Y mozemy zapisa w postaci tabelki:




Rozktad zmiennej] Y mozemy tez odczyta¢ z drzewka
prawdopodobienstw:

Start 1 posada 2 posada

| P(Y =0)=0,3
| =0)=0.

02 T o1 ’
|
|
i
: 04 P(Y=1)=0,4+0,2=0,6
|

|
T\
02 py=2=01

0,3

I

|

|

I

|

|

I

|

| SN
|

|

I

I

|

I

! 0,6
I

N

Mozemy tez zada¢ dodatkowe pytanie: jakie jest
prawdopodobienstwo p, ze X otrzyma co najmniej jedng oferte?
Znajac rozktad zmiennej Y mozemy tatwo odpowiedzieé:
p=p1+p2=06+01-0,7.



Wartos$¢ oczekiwana dyskretnej zmiennej losowe;j

Definicja

Niech X bedzie dyskretng zmienna losowg przyjmujaca wartosci
X1, X2, X3, ... z prawdopodobieristwami

pi=P(X =x), i=1,2,3,.... Wartoscig oczekiwana zmiennej

X, oznaczang E(X) nazywamy sume

E(X) =Xx1p1 +Xop2 +X3p3 + ...



Motywacja: Bedziemy powtarza¢ doswiadczenie, zwigzane ze
zmienng losowa X. Niech Xj bedzie wynikiem za pierwszym razem,
Xo drugim wynikiem, i tak dale;j.

Definicja

Wartoscia $rednia X nazywamy zmienna losowa

Xp 4+ Xo 4o+ Xy
: .

X =

Fakt

X — E(X) gdy  n— oo.



Przykfady: (a) Rzucamy kostka, X to ilo$¢ oczek. Mamy
pi = P(X =i) =%, wiec

1 1 1 21
E(X)=1-c+2: 2+ +6 2 ="2=35

(b) Wré¢my do przyktadu naukowca X aplikujacego o 2 pozycje,
oraz Y to ilos¢ ofert. ZnalezliSmy wczesniej rozktad zmiennej Y:

Y[ o] 1|2
P10,3]06]01

W takim razie

E(Y)=0-0,3+1-0,6+2-0,1=0,8.



(c) Rzucanie moneta, do momentu pierwszego orta, X jest iloscig

rzutéw. Obliczylismy wczesniej, ze p; = P(X = i) = 2,, a wiec

1 1 1

(d) Rzucamy dwoma kostkami, ¥ jest suma i + j. Wyznaczylismy

wczesniej rozktad X:

|2 [3]4|5 |67 8|9 10]11]12
Plas s o laslalaslslslslsls
Mamy wiec:

E(X) = 35(1-242:343-444-54+5-6+6-7+5:8+4-0+3-10+2:11+1:12) =



Wrtasnosci E(X)

eE(X-v)éE(X) E(Y).
(

Ostatnia wtasnos$¢ (4) moze by¢ spetniona lub nie. Zobaczmy
przyktady.



Przyktad: Rzucamy moneta i niech Z =0 lub 1 w zaleznosci od
tego, czy wypadta reszka czy orzet. Powtarzamy prébe dwukrotnie,
i niech Z; bedzie pierwszym wynikiem, a Z, drugim
O X =2.,Y = 2. Wtedy E(X) = E(Y) = 3, czyli
E(X)E(Y) = %.

XY | 0

5 =  EX-Y)=1

4| 4
W tym przypadku wtasnos¢ (4) jest spetniona.
OX=2Z+2,Y=2 2 Wtdy E(X)=1i E(Y) = 1.
Mamy

XY =21 2(Z1+2) = ZR 2+ 2023 = 2217, (bo Z7 = Z)).

W tym przypadku whasnos¢ (4) nie jest spetniona, bo

E(XY) = 2E(Z122) = 25 = 5 # EE(Y) = ;.



Definicja
Zmienne X i Y nazywaja sie niezaleznymi, jezeli dla dowolnych
wartosci x; oraz y; zdarzenia {X = x;} oraz {Y = y;} sa niezalezne.

Wihasnos$¢: Jezeli X oraz Y sa niezalezne, to zachodzi wtasnosé

(4):
E(X-Y)=E(X)-E(Y).

Ogolniej, jezeli X1 = a1, Xo = ap, ..., Xk = ax przyjmuja wartosci
niezaleznie, to

P(Xl = a1,X2 232,...,Xk = ak):
= P(Xl :al)-P(X2 :32)- P(Xk :ak),

oraz



Przyktad: Przypus¢my, ze w pewnej fabryce zdarzaja sie wypadki,
ze $rednia liczba wypadkéw rocznie wynosi 2. Przypusémy tez, ze
liczba robotnikéw rannych w poszczegélnych wypadkach to
niezalezne zmienne losowe o takim samym rozktadzie, z wartoscia
oczekiwana 2,5. Niech N bedzie iloscig robotnikéw rannych w
ciagu roku, i obliczmy wartos¢ oczekiwang N. Rozwigzanie: Niech
A bedzie liczbg wypadkéw, a Wi, ..., Wy beda liczbami
poszkodowanych robotnikéw w kolejnych wypadkach. Zmienna
N=W + W, + -+ Wju Mamy wiec

E(N) =) E(Wi+ -+ Wi|A=k)P(A= k)
k
=> E(Wi+---+ W) P(A= k)
k
=> k-E(W)P(A=k)
k

= E(W) - E(A)
=2.2,5="5.



Wariancja zmiennej losowe;j

Definicja
Wariancja Var(X) zmiennej losowej X jest zdefiniowana
nastepujaco (uzywamy tez okreslenia rozrzut):

Var(X) = E(X — E(X))2.

Przydatny wzér: Var(X) = E(X?) — E(X).

Przykfady: (a) Zmienna losowa Bernoulliego (z niesymetryczna
moneta)

Xlolt1
Plaglp * E(X)=1-p+0-q=p,

X201 o Var(X) = E(X?) = E(X)? = p— p* = pg.
Plalp



(b) Aplikacja o 2 pozycje, X jest iloscig uzyskanych:

X]o|1]2 X2 0] 1] 4
P|03]06]0.1 P [03]06]01
e E(X)=08,

e E(X?)=0-0,3+1-0,6+4-0,1=1,
o Var(X) = E(X?) - E(X)>=1-0,64 = 0, 36.



Wtasnoséci wariancji

® X = const = Var(X) =0,
® Var(X + c) = Var(X),
©® Var(cX) = c?Var(X),

O Jezeli X, Y sa niezalezne, to
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
Przyktady: (a) Niech X = Y. Witedy

e Var(X +Y) = Var(2X) = 4Var(X),
o Var(X)+ Var(Y) =2Var(X) # Var(X + Y).



(b) Mata firma takséwkowa ma 10 takséwek. Kazda takséwka
dostaje w ciggu roku mandaty z takim samym
prawdopodobieristwem: 0 mandatéw z prawdopodobiefstwem 0.3,
1 mandat z prawdopodobiefistwem 0.5 i 2 mandaty z
prawdopodobierstwem 0.2 (nie dostaja wiecej niz 2 mandaty, bo po
drugim musza juz bardzo uwazac). Zaktadajac, ze ilosci mandatéw
otrzymywanych przez poszczegélne takséwki sa zmiennymi
niezaleznymi, znajdz oczekiwang rocznie ilos¢ mandatéw, oraz jej
wariancje.

Rozwiazanie: #- ilos¢ mandatéw. # = #1 + - -+ + #10, {#i} -

zmienne niezalezne.
#i 0|12
P 103]05]0.2

W takim razie E(#) = 10E(#;), Var(#) = 10Var(#;) = 4,9.

= E(#;) = 0,9, Var(#;) =0,49.




