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Rozktady dwumianowe

Definicja

Zatézmy, ze wykonujemy n niezaleznych eksperymentow, ktérych
rezultatem moze by¢ albo sukces z prawdopodobieristwem p albo
porazka, z prawdopodobieristwem q, p + q = 1. Niech X bedzie
faczna iloscia sukceséw w n eksperymentach. X nazywa sie
dwumianowg zmienng losows.

Niech X, =1 jezeli w k-tym eksperymencie byt sukces, i X, =0
jezeli byta porazka, k =1,2,.... Wtedy,
e {Xk} sa niezaleznymi zmiennymi losowymi Bernoulliego o
jednakowym rozktadzie
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X=Xy 4+ X,
E(X) = 4 E(X) = np,
Var(X) = >, Var(Xx) = npq,
Var(X) = npgqg.



Przykfady: (a) Odnotowujemy pte¢ kazdego z kolejnych 10 dzieci
urodzonych w pewnym szpitalu. X oznacza ilos¢ dziewczynek. X
jest zmienng dwumianowa z n = 10, p = 0,51, g = 0,49.
E(X)=10p=5,1, Var(X) =10pg = 5,1-0,49 = 2,499.

(b) Matzenstwo postanawia stara¢ sie o kolejne dzieci, dopéki nie
urodzi sie pierwsza dziewczynka (a potem skutecznie przestaé sie
staraé). X oznacza ilos¢ dzieci, jaka w rezultacie matzenstwo ma
po zakorfczeniu eksperymentu. X nie jest zmienng dwumianows.
Przyjmujac, ze prawdopodobienstwo urodzenia sie chtopca lub
dziewczynki jest takie samo réwne 0,5, mamy
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Mamy wiec

1 1 1
E(X):1-§+2'§+3‘2—3+'~=2,
Var(X) = E(X?) — E(X)? =
I S NI D IR )
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Sumy, ktére pojawiaja sie w powyzszych wzorach przyjmujemy jako
znane (s3 znane).



Rozktad zmiennej X
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Przykfad: Zapomniates swéj kod PIN ****_ Wybierasz losowo 4
cyfry. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze przynajmniej 2 z nich s
prawidtowe?

Rozwigzanie: X - # prawidtowych cyfr, p=0,1, ¢ =0,9, n = 4.
Mamy

P(X>2)=1-P(X=0)—P(X=1)=
=1-0,9*—4.0,1-0,9%=0,3070928 ~ 0, 31.

Symetria P(X = k)

tatwo zauwazy¢, ze
e P(X=k) " dlak<np-—aq,

e P(X=k)\, dlak>np—gq.

Dlap=g= % wykres jest symetryczny wokét k =

n—1
5 -



Zagadnienie punktéw (Pascal & Fermat, 1654)

Przeprowadzane s3 niezalezne préby, kazda z prawdopodobienistwem
sukcesu p i porazki 1 — p.

Pytanie: Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze n sukceséw wystapi
zanim wystapi m porazek? Sytuacje mozna zilustrowaé
nastepujacym przyktadem. Gracz A dostaje 1 zt w przypadku
sukcesu, natomiast w przypadku porazki drugi gracz, B, dostaje 1
zt. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze A zarobi n zt zanim gracz B
zarobi m zt.

Rozwigzanie: Rozwazmy ciag préb:

w=H-—=++—4+—-... -).

JesteSmy zainteresowani takimi ciggami w w ktérych n pluséw
wystapi przed m minusami. Jest jasne, ze ,dobre” ciagi to te, w
ktérych na n+ m — 1 pierwszych pozycjach wystepuje co najmniej
n pluséw.



Skoro prawdopodobieristwo doktadnie k (> n) pluséw wynosi

n+m-—1 nem—1—
( " >pk(1—p>+ 1k

wiec interesujace nas prawdopodobieristwo wynosi:

n+m—1 n+m 1
P.m= - k(1 _ pyntm—1—k
: > ( " >p (1-p)

k=n

Przyblizenie Poissona

Przyktad: Przypusémy, ze prawdopodobienstwo, ze jakas czes¢
produkowana przez pewna maszyne bedzie wadliwa wynosi 0,1.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowa prébka kontrolna 10
czesci bedzie zwierata nie wiecej niz jedng wadliwa czes¢?



Rozwiazanie:

Szukane prawdopodobieristwo p ze X = 0 lub X = 1 wynosi:

b= p(0) + p(1) = (100) (0.1)°(0,9)!° + (110) (0.1)(0,9)°

~ 0,7361.

Rachunek nie jest prosty numerycznie, bo 0,910 "0 9 jest bliskie 1.
Wzér Poissona Jezeli licznos¢ prébki n > 1 a prawdopodobiefstwo
wady p < 1, ale jednocze$nie A = np jest umiarkowane, to

)\k
p(k) ~ e - (e ~2,716).

W przyktadzie powyzej n =10, p=0,1A =1 i mamy

p=p0)+p(l)~e?t+e !0 7358



Rozktad Poissona

Definicja
Zmienna losowa X przyjmujgca wartosci 0,1,2, ... nazywa sie
zmienng losowag Poissona z parametrem X\ jezeli

k
Z_eMk=0,1,2,....

p(k) = P(X = k) =

Skoro p(k +1)/p(k) = 2 %51, to prawdopodobienstwa p(k)
poczatkowo rosna, a od k = A — 1 maleja.
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Rysunek: Rozkfad zmiennej Poissona

o £EX =),
o VarX = EX? — (EX)? =)A\2 4+ \) = A2 = \.



Przykftady zmiennych losowych Poissona:

Zmienne losowe Poissona s3 dobrym modelem dla wielu
praktycznych zdarzer losowych. Na przyktad zmiennymi losowymi
Poissona s3:

Liczba btedéw typograficznych na stronie pewnej ksigzki
Liczba ludzi w pewnym spoteczenstwie w wieku powyzej 100
lat

Liczba btednie wybranych numeréw telefonéw w pewnym dniu
w pewnym centrum obstugi telefonicznej

Liczba klientéw wchodzacych do budynku poczty pewnego
danego dnia

Liczba nieobsadzonych miejsc w Trybunale Konstytucyjnym w
danym roku

Liczba czasteczek ov wyemitowanych w ustalonym okresie
czasu przez pewien materiat radioaktywny



Prawo wielkich liczb (Bernoulli 1713)

Przypomnijmy, ze zmienna losowa Bernoulliego nazywamy zmienng,
ktéra przyjmuje tylko 2 wartosci: 1 (tak zwany sukces) z
prawdopodobienstwem p i 0 (tak zwana porazka) z
prawdopodobieistwem 1 — p.

Twierdzenie
Niech { Xy} beda niezaleznymi zmiennymi losowymi Bernoulliego, z
tym samym parametrem p. Obliczamy srednig

1
y:E(X1+...+Xn),

i wtedy
X—p wedtug prawdopodobieristwa,

to znaczy dla dowolnego ¢ > 0 P(|x — p| > €) — 0 gdy n — <.



Dowéd.

Wiemy, ze X3 + - -+ + X, jest zmienna dwumianowsa, a wiec wiemy,
ze E(x) = %np = p, oraz Var(x) = nl—znpq = P4 Nastepnie
korzystamy z tak zwanej nieréwnosci Czebyszewa:

P(|X — E(X)| >¢€) < ;2 Var(X), (NC)

prawdziwej dla dowolnej zmiennej X. Widzimy, korzystajac z (NC),

ze
P(]?—p|>e)§5—z—>0gdyn—>oo.
€



Wozgledna czesto$¢ i prawdopodobienstwo

Przypomnijmy sposéb, w jaki wprowadzilismy pojecie
prawdopodobiefistwa. Ustalmy eksperyment losowy € i zdarzenie
A C Q. Przeprowadzamy n niezaleznych eksperymentéw €, i niech
dla k<n

{ 1 jezeli A zaszto w k-tej prébie,
Xk =

0 w przeciwnym wypadku.

Zauwazmy, ze
e {Xk} sa zmiennymi losowymi Bernoulliego z p = P(A),

e Wzgledna czesto$¢ wystepowania zdarzenia A wynosi

1
W(A):;(X1+X2+~-+x,,).



Korzystajac z prawa wielkich liczb Bernoulliego widzimy, ze
W(A) — P(A), gdy n — oo (wedtug prawdopodobieristwa),

a wiec nasza intuicyjna definicja prawdopodobienstwa zdarzenia,
jako ,granicy” wzglednych czestosci danego zdarzenia przy wielu
niezaleznych powtérzeniach tego samego eksperymentu jest
prawidtowa. Ogdlnie, gdy X jest ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie, to prawdziwe jest tak zwane
»mocne prawo wielkich liczb” (,Mocne LLN"), ktére méwi, ze

W(A) — P(A) prawie na pewno,
gdzie ,prawie na pewno” znaczy:

P(w: W(A)(w) - P(A)) = 0.



Ciagte zmienne losowe

Przypomnijmy, ze zmienna losowa nazwalismy przyporzadkowanie
liczb wynikom eksperymentu, czyli funkcje na Q, ktéra przyjmuje
wartosci rzeczywiste.

Definicja

Zmienna losowa X nazywa sie ciggfa, jezeli istnieje funkcja p taka,
ze prawdopodobieristwo, ze zmienna X przyjmie wartosci pomiedzy
liczbami a, b, czyli P(a < X < b) jest réwne polu pod wykresem
funkgji p nad przedziatem [a, b]. Funkcja p nazywa sie gestoscia
prawdopodobieristwa, a jej wykres krzywg gestosci.



P(a < X <b) = pole(S)
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Rysunek: Krzywa gestosci prawdopodobienstwa



Przykfady: (a) Rozktad jednostajny na [a, b].

P(X ele,d])=p-(d—0),
1

P( ) pP= 1T bh_ dlaxe[a,b],
p(x) =0 dIax¢[a,b],
d—c
P(Xeled) =<
L p
b—a‘\‘ ‘ ‘ |
S
a c d b




(b) L. F. Bertrand (1889). Wyobrazmy sobie ,losowa cieciwe”
wewnatrz ustalonego okregu. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
taka losowa cieciwa bedzie dtuzsza niz bok tréjkata réwnobocznego
wpisanego w ten sam okrag?
Rozwigzanie: Dtugos¢ wylosowanej cieciwy mozemy ustali¢
postugujac sie odlegtoscia A cieciwy od Srodka okregu.

Odlegtos¢ ta moze

wynies¢ od 0 do r (r — promien

r A‘. okregu). Zatézmy, ze A ma

rozktad jednostajny na [0, r]. Nie
jest trudno sprawdzi¢, uzywajac
argumentéw geometrycznych, ze
dtugosé cieciwy L jest wieksza niz
dtugos¢ boku tréjkata réwnobocznego wpisanego (dtugosé tego
boku to a = v/3r) doktadnie wtedy, gdy A < 5. Otrzymujemy

r a

P(LZa):P(Agg):r/rz:;.



(c) Rozktad Cauchy’ego.

pl)= =

w14+ x2’
b

1
P(a < X < b)= = arctanx| .

™ a




Przyktad: rozktad normalny (Abraham de Moivre
1773)

Definicja
Zmienna losowa X nazywa sie zmienna normalng, X € N(u, o),
Jezeli jej gestos¢ prawdopodobienstwa jest dana przez funkcje:

1 (x=p)?

e 202 —00 < X < Q.

p(x) = Nz :




Zasada 3 o

° P(|X—M| > 0') =~ 0,32,
e P(|X —p| >20)=0,05,

e P(|X —p| >30) =~ 0,003.




Jak obliczy¢ prawdopodobienstwo dla zmiennej
normalnej:

><

® Unormowanie: Z = =% ¢ N(0,1),

® P(a< X < b)=P(Zt boi),
© Dystrybuanta: ®(x) = P(Z < x),

0 P(a< X <b)=o(2H) - o(ZL).

q




Przykfad: Przyjmijmy, ze iloraz inteligencji (IQ) Amerykanéw jest
zmienng normalnga, o rozkfadzie N(100,25). Jaki procent
Amerykanéw ma iloraz 85 <IQ< 1207 A jaki Q> 1207
Rozwigzanie: Mozemy uzy¢ Tabeli A w ksigzce D. Moore'a (albo
Google'a):
0 P(85 < 1Q < 120) = P(251%0 <« 7 < 120.100) —
= P(0,6 < Z < 0,8) = ®(0,8) — (0,6) ~
~ 0,7881 — 0,2743 = 0,5138.
® P(IQ > 120) = P(Z > 129199) — p(7 > 0,8) =
—1-P(Z<0,8)~1-0,7881 =0,2119



Ciggte zmienne losowe: warto$¢ oczekiwana i
wariancja

Definicja

Niech X bedzie zmienna losowa z zakresem wartosci [a, b]. Wezmy
dowolny podziat przedziatu [a, b] punktami

a=x3 <xp < <Xxp=birozwazmy dyskretng zmienna losowa
X:

X = xj, jezeli x; < X < xj11, i=1,2,...,n—1.

Wartos¢ oczekiwana E(X) definiujemy jako granice E(X) gdy
rozmiar rozkfadu max(xj+1 — x;) — 0. Tak jak poprzednio
definiujemy tez:

e Var(X) = E(X — E(X))?,

o Odchylenie standardowe: SD(X) = \/Var(X).



Fakt
Jezeli X jest ciagta zmienna losowa z gestoscia p(x), to

o E(X) = [ xp(x)dx,
o Var(X) = [ (x — E(X))p(x) dx.

Przyktady:
@ Rozktad jednostajny na [a, b]: E(X) = 3(a+b),
Var(X) = &(b— a)%,
® Rozktad Cauchy’'ego: E(X) = Var(X) = +o0,
©® Rozktad normalny N(u,0): E(X) = p, Var(X) = o2



E(X) oraz Var(X) maja takie same wtasnosci jak w przypadku
dyskretnym, czyli:

e E(X+Y)=EX+EY, E(cX) = cEX,

e E(XY)=EX-EY, jezeli X i Y s3 niezalezne,

o Var(X 4+ Y) = VarX + VarY, jezeli X i Y s3 niezalezne,
o Var(cX) = c?VarX, Var(c) = 0.



Normalne przyblizenia rozktadu dwumianowego

Twierdzenie graniczne De Moivre’a-Laplace’a (1733, p = %,
1812 0< p< 1)

Niech X oznacza ilos¢ sukceséw w n niezaleznych prébach. Wtedy,
dla dowolnych a < b

X —np
NI

P(ag §b>—>P(a§Z§b) gdy n — co.
Uwaga: Mamy dwa niezalezne przyblizenia rozktadu
dwumianowego:
@ Przyblizenie rozktadem Poissona, ktére jest dobre dla n > 1,
A = np Srednie,
® Przyblizenie rozktadem normalnym, ktére jest dobre dla
n> 1, oraz npq > 10 (czyli A > % > 10).



Przyktad: p = 0,0002, g = 0,9998, n = 5000. Zeby obliczy¢
P(X = 3) stosujemy:
@ Przyblizenie rozktadem Poissona: A=n-p=1 (1),
P(X—3)~—e71—iNO 006
R T e

@® przyblizenie rozktadem normalnym: (7),

P(X =3)=P(2,56 <X <3,5)~P(1,6<Z<2,5)=
= ®(2,5) — ®(1,5) ~ 0,9938 — 0,9332 = 0,0606, !!!
P(X=3)=P(2,9< X <3 1)~ P(19<Z2<2]1)=
= ®(2,1) — ®(1,9) ~ 0,9821 — 0,9731 = 0,0108, 7!

Uwaga: Przyblizenia rozktadem normalnym uzywamy gdy
n-p-q>10!



Przyktad: p =g =0,5, n=100. Mamy wiec n-p-q = 25> 10!

40 — 50 60 — 50
P(40§X§60):P(0 <z7<> ):

= P(—2< Z<2)=d(2) — &(—2) ~ 0,9544,
P(X < 40 lub X > 60) ~ 0, 0456.



Srednia prébki (zastosowanie tw.
DeMoivre'a-Laplace’a)

Przykfad: (Réwnouprawnienie kobiet) Czy wysitki w celu
zapewnienia kobietom réwnego statusu w USA osiggnety swoj cel?
Przepytano losowa prébke 1019 oséb: 550 z nich (ok. 54%)
powiedziato “Tak” (czyli cel zostat osiagniety).

Na podstawie danych z tej losowe] prébki, co mozemy powiedzie¢ o
odsetku wszystkich obywateli, ktérzy odpowiedzieliby “Tak™?

Innymi stowy, chcemy oszacowaé proporcje w populacji. Interesuje
nas nieznany odsetek p populacji, dla ktérej mamy, powiedzmy,
“sukces”. Parametr statystyczny, ktéry stuzy do oszacowania p
nazywa sie “érednig prébki” p:

ilog¢ sukceséw w prébce

P = llose wszystkich elementéw prébki



Uwagi: Skoro prébka byta pobrana losowo, to wynik p jest
zmienng losowa. Mamy nastepujace wtasnosci:

® E(p) =p, Var(p) =L, gdzieq=1—-p,
® p — p (wedtug prawdopodobienstwa), gdy n — oo,

® Rozktad zmiennej p mozna przyblizy¢ przez rozktad normalny
(o)
9y n .

P(a<p_p<b>%P(a<Z<b).
pPq




Model matematyczny (prawie) Rozktad dwumianowy:

o Eksperyment: wybdr losowy, niech X = 0 lub 1 (sukces lub
porazka) bedzie wynikiem eksperymentu. Oczywiscie, X jest
zmienng losowa Bernoulliego, z parametrami pig=1— p.

e Powtarzamy eksperyment n razy, i otrzymujemy wyniki
X1, Xo, ...y Xp.

e Poniewaz po k-tym losowaniu nie zwracamy wylosowanego
osobnika do populacji, to kazde kolejne losowanie ma inny
parametr p (1)

e Od tej pory bedziemy zakfadali, ze liczebnosé populacji N > 1
oraz rozmiar prébki n > 1 przy czym n < N.



Przy tych zatozeniach,
1
p= ;(X1—|—X2+---—|—Xn),

gdzie {X;} sa jednakowo roztozonymi, niezaleznymi zmiennymi
losowymi Bernoulliego, z parametrami pi g = 1 — p. W takim razie,
mozemy zastosowac prawo wielkich liczb Bernoulliego i twierdzenie
graniczne DeMoivre'a-Laplace’a do uzasadnienia Uwag 1-3.
Przyktad: Wybranej losowo prébce n = 1500 studentéw
pierwszego roku zadamy pytanie, czy starali sie réwniez o przyjecie
na inna uczelnie. Wiadomo, ze 35% wszystkich studentéw
pierwszego roku w rzeczywistosci starato sie o przyjecie na jakas
inna uczelnie oprécz tej, na ktérej studiuja. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze nasza losowa prébka da wynik rézny od
prawdziwego dla catej populacji o0 mniej niz 2 punkty procentowe?



Rozwiazanie: Jest jasne, ze spetnione s3 nasze zatozenia, gdyz ilos¢
wszystkich studentéw pierwszego roku na wszystkich uczelniach (w
USA) jest wieksza niz 100 000.

e Prébka losowa populacji, w ktérej prawdziwa proporcja wynosi
p = 0,35 ma licznos¢ n = 1500.

e E(p)=p=0,35,

o Var(p) = L) — 035065 . 0901517 ~ 0, 01232,

n

e Interesuje nas prawdopodobiefstwo

P(0,35— 0,02 < p < 0,35+0,02) = P(0,33 < p < 0,37) =
_ P(0,33—0,35 p—0.35 _ 0,37 —0,35) N

0,0123 0,0123 0,0123
~ P(—1,63 < Z < 1,63) ~ 0,9484 — 0,0516 = 0, 8968.




Prawo Wielkich Liczb i Centralne Twierdzenie
Graniczne

Niech {X;} beda niezaleznymi, jednakowo roztozonymi zmiennymi
losowymi, z E(X;) = u, Var(X;) = 2. Niech

- 1
X:;(X1+X2+-~-+xn)

bedzie srednig arytmetyczng. Mamy:

2
EX)=p,  Var(X)= "7 SD(X) = %



Twierdzenie (Prawo Wielkich Liczb, Chinczyn, Kotmogorow)

X —u wg prawd. gdy n — 0o,

czyli o
Ve >0 P(|X —pu| >¢) — 0 gdy n— oc.

Twierdzenie (Centralne Twierdzenie Graniczne, Liapunow)
Dla dowolnych A, B € R mamy

P(A< P B)— P(A<Z<B),

a/v/n

gdy n — oo, jednostajnie wzgledem A, B.



Uwaga: Powotujac sie na powyzsze twierdzenie, dla a, b bliskich p
i n>1 mamy

a—u b—py\
0/ﬁ<z<aﬁ)_

:P(ﬁa_u<2<ﬁbgu>.

g

P(a<Y<b)zP<

Przykfady: (a) llos¢ wypadkéw X na pewnym skrzyzowaniu w
ciggu tygodnia jest zmienng z E(X) = 2,2 i Var(X) = 1,4. Niech
X bedzie srednia tygodniowa iloécia wypadkéw w ciagu roku (52
tygodnie), czyli

x_ Xt Xot o+ Xeo
52
® Jaki jest (przyblizony) rozktad X?
@® Znajdz przyblizong wartos¢ P(X < 2).
© Znajdz przyblizone prawdopodobienstwo, ze wydarzy sie
najwyzej 100 wypadkéw w ciggu roku.



Rozwiazanie:

@ X przyjmuje wartosci catkowite, w takim razie nie ma rozktadu

normalnego. To samo odnosi sie do X. Z CTG rozktad X jest

w przyblizeniu N(u,0), dla p=2,21i0 = \l/i

® Korzystajac z powyzszego, mamy

P(X <2) =

(X 22 _2-272
1 4/\ﬁ 1,4/1/52

© Argumentujac podobnie,

P(#SlOO):P(X<1;)—20> zP(ZS%) ~

) P(Z < —1,03) ~ 0, 1515

~ P(Z < —1,4264) ~ 0, 0708.



(b) llos¢ NOX (mieszanka réznych tlenkéw azotu) wyemitowanego
do atmosfery w spalinach pewnego modelu samochodu jest
zmienng losowa ze $rednia 1,4g/mi (graméw na przejechana mile) i
odchyleniem standardowym 0, 3g/mi. Firma ma 125 takich
samochodéw w swojej flocie. Niech X oznacza srednig emisje NOX
przez samochéd floty.

© Jaki jest przyblizony rozktad X?

@® Oszacuj prawdopodobieristwo, ze 1,4 < X < 2,0g/mi.

® Jaki poziom emisji L ma ta wtasnoé¢, ze P(X > L) = 0,05



Rozwiazanie: E(X) = 1,4, SD(X) = 0,3/1/125 ~ 0, 0268.
® Korzystajac z CTG, X ~ N(1,4,0,0268),
® P(1,4<X<20)~ P(O <Z< 2(5?0‘2éé4> =P0<Z<
22) ~ 0,5,

3]

X—L4>L—1A>N
0,0268 ~ 0,0268
1

~ P<Z> é 0268) 1_¢<g,_()2lég>'

Korzystajac z tabel, mamy

0,05 = P(X > L):P(
4

L—1,4
0, 0268

=1,645 = L = 1,444,



(c) Hos¢ studentéw, ktéra wybiera kurs Statystyki Elementarnej jest
zmiennga losowa o rozkfadzie Poissona ze srednig A = 100 (taki byt
plan). Prowadzacy zajecia postanowit, ze jezeli ilos¢ zapisanych
studentéw przekroczy 120 powstana 4 grupy ¢wiczeniowe, a jezeli
nie przekroczy, to beda 3 grupy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
powstana 4 grupy?

Rozwigzanie: Doktadna wartos¢ tego prawdopodobienstwa to

100
—100
ey =

i>120

ktéra nie jest tatwa do oszacowania. Ale zauwazmy, ze zmienna
Poissona ze $rednig A = 100 jest suma 100 jednakowo roztozonych
niezaleznych zmiennych Poissona ze $rednig 1. Mozemy wiec uzy¢
CTG.

X — 100 120 — 100
> ) ~

V100 ~ /100
~1—®(2) =0,0228.

P(X > 120) = P(



