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Rozkªady dwumianowe

De�nicja

Zaªó»my, »e wykonujemy n niezale»nych eksperymentów, których

rezultatem mo»e by¢ albo sukces z prawdopodobie«stwem p albo

pora»ka, z prawdopodobie«stwem q, p + q = 1. Niech X b¦dzie

ª¡czn¡ ilo±ci¡ sukcesów w n eksperymentach. X nazywa si¦

dwumianow¡ zmienn¡ losow¡.

Niech Xk = 1 je»eli w k-tym eksperymencie byª sukces, i Xk = 0
je»eli byªa pora»ka, k = 1, 2, . . . . Wtedy,
• {Xk} s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi Bernoulliego o
jednakowym rozkªadzie

Xi 0 1
P q p

• X = X1 + · · ·+ Xn,
• E (X ) =

∑
k E (Xk) = np,

• Var(X ) =
∑

k Var(Xk) = npq,
• Var(X ) = npq.



Przykªady: (a) Odnotowujemy pªe¢ ka»dego z kolejnych 10 dzieci
urodzonych w pewnym szpitalu. X oznacza ilo±¢ dziewczynek. X
jest zmienn¡ dwumianow¡ z n = 10, p = 0, 51, q = 0, 49.
E (X ) = 10p = 5, 1, Var(X ) = 10pq = 5, 1 · 0, 49 = 2, 499.

(b) Maª»e«stwo postanawia stara¢ si¦ o kolejne dzieci, dopóki nie
urodzi si¦ pierwsza dziewczynka (a potem skutecznie przesta¢ si¦
stara¢). X oznacza ilo±¢ dzieci, jak¡ w rezultacie maª»e«stwo ma
po zako«czeniu eksperymentu. X nie jest zmienn¡ dwumianow¡.
Przyjmuj¡c, »e prawdopodobie«stwo urodzenia si¦ chªopca lub
dziewczynki jest takie samo równe 0, 5, mamy

X 1 2 3 . . .

P 1

2

1

22
1

23
. . .



Mamy wi¦c

E (X ) = 1 · 1
2

+ 2 · 1
22

+ 3 · 1
23

+ · · · = 2,

Var(X ) = E (X 2)− E (X )2 =

= 1 · 1
2

+ 22 · 1
22

+ 32 · 1
23

+ · · · − 4 = 6− 4 = 2.

Sumy, które pojawiaj¡ si¦ w powy»szych wzorach przyjmujemy jako
znane (s¡ znane).



Rozkªad zmiennej X

X 0 1 2 . . . n-1 n

P qn npqn−1 n(n−1)
2

p2qn−1 . . . nqpn−1 pn

• P(X = 0) = P(X1 = 0,X2 = 0, . . . ,Xn = 0) = qn,

• P(X = 1) = P(X1 = 1,X2 = 0, . . . ,Xn = 0)+
P(X1 = 0,X2 = 1, . . . ,Xn = 0) + · · · = npqn−1,

• . . . . . . ,
• P(X = k) =

(n
k

)
pkqn−k ,

gdzie (
n

k

)
=

n!

k!(n − k)!
=

n(n − 1) · · · (n − k + 1)

1 · 2 · · · · · k
.



Przykªad: Zapomniaªe± swój kod PIN ****. Wybierasz losowo 4
cyfry. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e przynajmniej 2 z nich s¡
prawidªowe?

Rozwi¡zanie: X - # prawidªowych cyfr, p = 0, 1, q = 0, 9, n = 4.
Mamy

P(X ≥ 2) = 1− P(X = 0)− P(X = 1) =

= 1− 0, 94 − 4 · 0, 1 · 0, 93 = 0, 3070928 ∼ 0, 31.

Symetria P(X = k)

�atwo zauwa»y¢, »e

• P(X = k)↗ dla k ≤ np − q,

• P(X = k)↘ dla k ≥ np − q.

Dla p = q = 1

2
wykres jest symetryczny wokóª k = n−1

2
.



Zagadnienie punktów (Pascal & Fermat, 1654)

Przeprowadzane s¡ niezale»ne próby, ka»da z prawdopodobie«stwem
sukcesu p i pora»ki 1− p.
Pytanie: Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e n sukcesów wyst¡pi
zanim wyst¡pi m pora»ek? Sytuacj¦ mo»na zilustrowa¢
nast¦puj¡cym przykªadem. Gracz A dostaje 1 zª w przypadku
sukcesu, natomiast w przypadku pora»ki drugi gracz, B , dostaje 1
zª. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e A zarobi n zª zanim gracz B
zarobi m zª.
Rozwi¡zanie: Rozwa»my ci¡g prób:

ω = (+−−−+ +−+− . . . −).

Jeste±my zainteresowani takimi ci¡gami ω w których n plusów
wyst¡pi przed m minusami. Jest jasne, »e �dobre� ci¡gi to te, w
których na n + m − 1 pierwszych pozycjach wyst¦puje co najmniej
n plusów.



Skoro prawdopodobie«stwo dokªadnie k (≥ n) plusów wynosi(
n + m − 1

k

)
pk (1− p)n+m−1−k ,

wi¦c interesuj¡ce nas prawdopodobie«stwo wynosi:

Pn,m =
n+m−1∑
k=n

(
n + m − 1

k

)
pk (1− p)n+m−1−k .

Przybli»enie Poissona

Przykªad: Przypu±¢my, »e prawdopodobie«stwo, »e jaka± cz¦±¢
produkowana przez pewn¡ maszyn¦ b¦dzie wadliwa wynosi 0,1.
Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e losowa próbka kontrolna 10
cz¦±ci b¦dzie zwieraªa nie wi¦cej ni» jedn¡ wadliw¡ cz¦±¢?



Rozwi¡zanie:

Szukane prawdopodobie«stwo p »e X = 0 lub X = 1 wynosi:

p = p(0) + p(1) =

(
10
0

)
(0, 1)0(0, 9)10 +

(
10
1

)
(0.1)1(0, 9)9

≈ 0, 7361.

Rachunek nie jest prosty numerycznie, bo 0, 910 lub 9 jest bliskie 1.
Wzór Poissona Je»eli liczno±¢ próbki n� 1 a prawdopodobie«stwo
wady p � 1, ale jednocze±nie λ = np jest umiarkowane, to

p(k) ≈ λk

k!
e−λ (e ≈ 2, 716).

W przykªadzie powy»ej n = 10, p = 0, 1λ = 1 i mamy

p = p(0) + p(1) ≈ e−1 + e−1 ≈ 0, 7358.



Rozkªad Poissona

De�nicja

Zmienna losowa X przyjmuj¡ca warto±ci 0, 1, 2, . . . nazywa si¦

zmienn¡ losow¡ Poissona z parametrem λ je»eli

p(k) = P(X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . . .

Skoro p(k + 1)/p(k) = λ
k+1

, to prawdopodobie«stwa p(k)
pocz¡tkowo rosn¡, a od k = λ− 1 malej¡.



p(k)

λ = 4

X

Rysunek: Rozkªad zmiennej Poissona

• EX = λ,

• VarX = EX 2 − (EX )2 =)λ2 + λ)− λ2 = λ.



Przykªady zmiennych losowych Poissona:

Zmienne losowe Poissona s¡ dobrym modelem dla wielu
praktycznych zdarze« losowych. Na przykªad zmiennymi losowymi
Poissona s¡:

• Liczba bª¦dów typogra�cznych na stronie pewnej ksi¡»ki

• Liczba ludzi w pewnym spoªecze«stwie w wieku powy»ej 100
lat

• Liczba bª¦dnie wybranych numerów telefonów w pewnym dniu
w pewnym centrum obsªugi telefonicznej

• Liczba klientów wchodz¡cych do budynku poczty pewnego
danego dnia

• Liczba nieobsadzonych miejsc w Trybunale Konstytucyjnym w
danym roku

• Liczba cz¡steczek α wyemitowanych w ustalonym okresie
czasu przez pewien materiaª radioaktywny



Prawo wielkich liczb (Bernoulli 1713)

Przypomnijmy, »e zmienn¡ losow¡ Bernoulliego nazywamy zmienn¡,
która przyjmuje tylko 2 warto±ci: 1 (tak zwany sukces) z
prawdopodobie«stwem p i 0 (tak zwana pora»ka) z
prawdopodobie«stwem 1− p.

Twierdzenie
Niech {Xk} b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi Bernoulliego, z

tym samym parametrem p. Obliczamy ±redni¡

x =
1
n

(X1 + · · ·+ Xn),

i wtedy

x −→ p wedªug prawdopodobie«stwa,

to znaczy dla dowolnego ε > 0 P(|x − p| > ε)→ 0 gdy n→∞.



Dowód.
Wiemy, »e X1 + · · ·+ Xn jest zmienn¡ dwumianow¡, a wi¦c wiemy,
»e E (x) = 1

nnp = p, oraz Var(x) = 1

n2
npq = pq

n . Nast¦pnie
korzystamy z tak zwanej nierówno±ci Czebyszewa:

P(|X − E (X )| > ε) ≤ 1
ε2

Var(X ), (NC)

prawdziwej dla dowolnej zmiennej X . Widzimy, korzystaj¡c z (NC),
»e

P(|x − p| > ε) ≤ pq

nε2
−→ 0 gdy n→∞.



Wzgl¦dna cz¦sto±¢ i prawdopodobie«stwo

Przypomnijmy sposób, w jaki wprowadzili±my poj¦cie
prawdopodobie«stwa. Ustalmy eksperyment losowy Ω i zdarzenie
A ⊂ Ω. Przeprowadzamy n niezale»nych eksperymentów Ωk , i niech
dla k ≤ n

Xk =

{
1 je»eli A zaszªo w k-tej próbie,

0 w przeciwnym wypadku.

Zauwa»my, »e

• {Xk} s¡ zmiennymi losowymi Bernoulliego z p = P(A),

• Wzgl¦dna cz¦sto±¢ wyst¦powania zdarzenia A wynosi

W (A) =
1
n

(X1 + X2 + · · ·+ xn).



Korzystaj¡c z prawa wielkich liczb Bernoulliego widzimy, »e

W (A) −→ P(A), gdy n→∞ (wedªug prawdopodobie«stwa),

a wi¦c nasza intuicyjna de�nicja prawdopodobie«stwa zdarzenia,
jako �granicy� wzgl¦dnych cz¦sto±ci danego zdarzenia przy wielu
niezale»nych powtórzeniach tego samego eksperymentu jest
prawidªowa. Ogólnie, gdy Xk jest ci¡giem niezale»nych zmiennych
losowych o jednakowym rozkªadzie, to prawdziwe jest tak zwane
�mocne prawo wielkich liczb� (�Mocne LLN�), które mówi, »e

W (A) −→ P(A) prawie na pewno,

gdzie �prawie na pewno� znaczy:

P(ω : W (A)(ω) 9 P(A)) = 0.



Ci¡gªe zmienne losowe

Przypomnijmy, »e zmienn¡ losow¡ nazwali±my przyporz¡dkowanie
liczb wynikom eksperymentu, czyli funkcj¦ na Ω, która przyjmuje
warto±ci rzeczywiste.

De�nicja

Zmienna losowa X nazywa si¦ ci¡gª¡, je»eli istnieje funkcja ρ taka,

»e prawdopodobie«stwo, »e zmienna X przyjmie warto±ci pomi¦dzy

liczbami a, b, czyli P(a ≤ X ≤ b) jest równe polu pod wykresem

funkcji ρ nad przedziaªem [a, b]. Funkcja ρ nazywa si¦ g¦sto±ci¡

prawdopodobie«stwa, a jej wykres krzyw¡ g¦sto±ci.



a b

P (a ≤ X ≤ b) = pole(S)

S

X

ρ

Rysunek: Krzywa g¦sto±ci prawdopodobie«stwa



Przykªady: (a) Rozkªad jednostajny na [a, b].

P(X ∈ [c, d ]) = ρ · (d − c),

ρ(x) = ρ =
1

b − a
dla x ∈ [a, b],

ρ(x) = 0 dla x /∈ [a, b],

P(X ∈ [c , d ]) =
d − c

b − a
.

a bc d

1
b−a

X

ρ



(b) L. F. Bertrand (1889). Wyobra¹my sobie �losow¡ ci¦ciw¦�
wewn¡trz ustalonego okr¦gu. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e
taka losowa ci¦ciwa b¦dzie dªu»sza ni» bok trójk¡ta równobocznego
wpisanego w ten sam okr¡g?

Rozwi¡zanie: Dªugo±¢ wylosowanej ci¦ciwy mo»emy ustali¢
posªuguj¡c si¦ odlegªo±ci¡ ∆ ci¦ciwy od ±rodka okr¦gu.

r a

L

∆

Odlegªo±¢ ta mo»e
wynie±¢ od 0 do r (r � promie«
okr¦gu). Zaªó»my, »e ∆ ma
rozkªad jednostajny na [0, r ]. Nie
jest trudno sprawdzi¢, u»ywaj¡c
argumentów geometrycznych, »e
dªugo±¢ ci¦ciwy L jest wi¦ksza ni»

dªugo±¢ boku trójk¡ta równobocznego wpisanego (dªugo±¢ tego
boku to a =

√
3r) dokªadnie wtedy, gdy ∆ ≤ r

2
. Otrzymujemy

P(L ≥ a) = P
(

∆ ≤ r

2

)
=

r/2
r

=
1
2
.



(c) Rozkªad Cauchy'ego.

p(x) =
1
π

1
1 + x2

,

P(a ≤ X ≤ b) =
1
π

arctan x

∣∣∣∣b
a

.

a b



Przykªad: rozkªad normalny (Abraham de Moivre
1773)

De�nicja

Zmienna losowa X nazywa si¦ zmienn¡ normaln¡, X ∈ N(µ, σ),
je»eli jej g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa jest dana przez funkcj¦:

p(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , −∞ < x <∞.



Zasada 3 σ:

• P(|X − µ| ≥ σ) ≈ 0, 32,

• P(|X − µ| ≥ 2σ) ≈ 0, 05,

• P(|X − µ| ≥ 3σ) ≈ 0, 003.

µσ
2σ

3σ



Jak obliczy¢ prawdopodobie«stwo dla zmiennej
normalnej:

1 Unormowanie: Z = X−µ
σ ∈ N(0, 1),

2 P(a < X < b) = P(a−µσ < Z < b−µ
σ ),

3 Dystrybuanta: Φ(x) = P(Z ≤ x),

4 P(a < X < b) = Φ(b−µσ )− Φ(a−µσ ).



Przykªad: Przyjmijmy, »e iloraz inteligencji (IQ) Amerykanów jest
zmienn¡ normaln¡, o rozkªadzie N(100, 25). Jaki procent
Amerykanów ma iloraz 85 <IQ< 120? A jaki IQ> 120?
Rozwi¡zanie: Mo»emy u»y¢ Tabeli A w ksi¡»ce D. Moore'a (albo
Google'a):

1 P(85 < IQ < 120) = P(85−100
25

< Z < 120−100
25

) =
= P(0, 6 < Z < 0, 8) = Φ(0, 8)− Φ(0, 6) ≈
≈ 0, 7881− 0, 2743 = 0, 5138.

2 P(IQ > 120) = P(Z > 120−100
25

) = P(Z > 0, 8) =
= 1− P(Z ≤ 0, 8) ≈ 1− 0, 7881 = 0, 2119



Ci¡gªe zmienne losowe: warto±¢ oczekiwana i
wariancja

De�nicja

Niech X b¦dzie zmienna losow¡ z zakresem warto±ci [a, b]. We¹my

dowolny podziaª przedziaªu [a, b] punktami

a = x1 < x2 < · · · < xn = b i rozwa»my dyskretn¡ zmienn¡ losow¡

X̃ :

X̃ = xi , je»eli xi ≤ X < xi+1, i = 1, 2, . . . , n − 1.

Warto±¢ oczekiwan¡ E (X ) de�niujemy jako granic¦ E (X̃ ) gdy

rozmiar rozkªadu max(xi+1 − xi )→ 0. Tak jak poprzednio

de�niujemy te»:

• Var(X ) = E (X − E (X ))2,

• Odchylenie standardowe: SD(X ) =
√
Var(X ).



Fakt
Je»eli X jest ci¡gª¡ zmienn¡ losow¡ z g¦sto±ci¡ p(x), to

• E (X ) =
∫∞
−∞ xp(x) dx ,

• Var(X ) =
∫∞
−∞(x − E (X ))2p(x) dx .

Przykªady:

1 Rozkªad jednostajny na [a, b]: E (X ) = 1

2
(a + b),

Var(X ) = 1

12
(b − a)2,

2 Rozkªad Cauchy'ego: E (X ) = Var(X ) = +∞,

3 Rozkªad normalny N(µ, σ): E (X ) = µ, Var(X ) = σ2.



E (X ) oraz Var(X ) maj¡ takie same wªasno±ci jak w przypadku
dyskretnym, czyli:

• E (X + Y ) = EX + EY , E (cX ) = cEX ,

• E (XY ) = EX · EY , je»eli X i Y s¡ niezale»ne,

• Var(X + Y ) = VarX + VarY , je»eli X i Y s¡ niezale»ne,

• Var(cX ) = c2VarX , Var(c) = 0.



Normalne przybli»enia rozkªadu dwumianowego

Twierdzenie graniczne De Moivre'a-Laplace'a (1733, p = 1

2
,

1812 0 < p < 1)
Niech X oznacza ilo±¢ sukcesów w n niezale»nych próbach. Wtedy,
dla dowolnych a < b

P
(
a ≤ X − np

√
npq

≤ b
)
→ P(a ≤ Z ≤ b) gdy n→∞.

Uwaga: Mamy dwa niezale»ne przybli»enia rozkªadu
dwumianowego:

1 Przybli»enie rozkªadem Poissona, które jest dobre dla n� 1,
λ = np ±rednie,

2 Przybli»enie rozkªadem normalnym, które jest dobre dla
n� 1, oraz npq ≥ 10 (czyli λ ≥ 10

q � 10).



Przykªad: p = 0, 0002, q = 0, 9998, n = 5000. �eby obliczy¢
P(X = 3) stosujemy:

1 Przybli»enie rozkªadem Poissona: λ = n · p = 1 (!),

P(X = 3) ≈ 1
3!

e−1 =
1
6 e
≈ 0, 006,

2 przybli»enie rozkªadem normalnym: (?),

P(X = 3) = P(2, 5 < X < 3, 5) ≈ P(1, 5 < Z < 2, 5) =

= Φ(2, 5)− Φ(1, 5) ≈ 0, 9938− 0, 9332 = 0, 0606, !!!

P(X = 3) = P(2, 9 < X < 3, 1) ≈ P(1, 9 < Z < 2, 1) =

= Φ(2, 1)− Φ(1, 9) ≈ 0, 9821− 0, 9731 = 0, 0108, ?!

Uwaga: Przybli»enia rozkªadem normalnym u»ywamy gdy
n · p · q ≥ 10!



Przykªad: p = q = 0, 5, n = 100. Mamy wi¦c n · p · q = 25� 10 !

P(40 ≤ X ≤ 60) = P
(40− 50

5
≤ Z ≤ 60− 50

5

)
=

= P(−2 ≤ Z ≤ 2) = Φ(2)− Φ(−2) ≈ 0, 9544,

P(X < 40 lub X > 60) ≈ 0, 0456.



�rednia próbki (zastosowanie tw.
DeMoivre'a-Laplace'a)

Przykªad: (Równouprawnienie kobiet) Czy wysiªki w celu
zapewnienia kobietom równego statusu w USA osi¡gn¦ªy swój cel?
Przepytano losow¡ próbk¦ 1019 osób: 550 z nich (ok. 54%)
powiedziaªo �Tak� (czyli cel zostaª osi¡gni¦ty).
Na podstawie danych z tej losowej próbki, co mo»emy powiedzie¢ o
odsetku wszystkich obywateli, którzy odpowiedzieliby �Tak�?
Innymi sªowy, chcemy oszacowa¢ proporcje w populacji. Interesuje
nas nieznany odsetek p populacji, dla której mamy, powiedzmy,
�sukces�. Parametr statystyczny, który sªu»y do oszacowania p
nazywa si¦ �±redni¡ próbki� p̂:

p̂ =
ilo±¢ sukcesów w próbce

ilo±¢ wszystkich elementów próbki
.



Uwagi: Skoro próbka byªa pobrana losowo, to wynik p̂ jest
zmienn¡ losow¡. Mamy nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1 E (p̂) = p, Var(p̂) = p·q
n , gdzie q = 1− p,

2 p̂ −→ p (wedªug prawdopodobie«stwa), gdy n→∞,

3 Rozkªad zmiennej p̂ mo»na przybli»y¢ przez rozkªad normalny

N
(
p,
√

pq
n

)
:

P

(
a <

p̂ − p√
pq
n

< b

)
≈ P(a < Z < b).



Model matematyczny (prawie) Rozkªad dwumianowy:

• Eksperyment: wybór losowy, niech X = 0 lub 1 (sukces lub
pora»ka) b¦dzie wynikiem eksperymentu. Oczywi±cie, X jest
zmienn¡ losow¡ Bernoulliego, z parametrami p i q = 1− p.

• Powtarzamy eksperyment n razy, i otrzymujemy wyniki
X1,X2, . . . ,Xn.

• Poniewa» po k-tym losowaniu nie zwracamy wylosowanego
osobnika do populacji, to ka»de kolejne losowanie ma inny
parametr p (!)

• Od tej pory b¦dziemy zakªadali, »e liczebno±¢ populacji N � 1
oraz rozmiar próbki n� 1 przy czym n� N.



Przy tych zaªo»eniach,

p̂ =
1
n

(X1 + X2 + · · ·+ Xn),

gdzie {Xi} s¡ jednakowo rozªo»onymi, niezale»nymi zmiennymi
losowymi Bernoulliego, z parametrami p i q = 1−p. W takim razie,
mo»emy zastosowa¢ prawo wielkich liczb Bernoulliego i twierdzenie
graniczne DeMoivre'a-Laplace'a do uzasadnienia Uwag 1-3.
Przykªad: Wybranej losowo próbce n = 1500 studentów
pierwszego roku zadamy pytanie, czy starali si¦ równie» o przyj¦cie
na inna uczelni¦. Wiadomo, »e 35% wszystkich studentów
pierwszego roku w rzeczywisto±ci staraªo si¦ o przyj¦cie na jak¡±
inn¡ uczelni¦ oprócz tej, na której studiuj¡. Jakie jest
prawdopodobie«stwo, »e nasza losowa próbka da wynik ró»ny od
prawdziwego dla caªej populacji o mniej ni» 2 punkty procentowe?



Rozwi¡zanie: Jest jasne, »e speªnione s¡ nasze zaªo»enia, gdy» ilo±¢
wszystkich studentów pierwszego roku na wszystkich uczelniach (w
USA) jest wi¦ksza ni» 100 000.

• Próbka losowa populacji, w której prawdziwa proporcja wynosi
p = 0, 35 ma liczno±¢ n = 1500.

• E (p̂) = p = 0, 35,

• Var(p̂) = p(1−p)
n = 0,35·0,65

1500
≈ 0, 0001517 ≈ 0, 01232.

• Interesuje nas prawdopodobie«stwo

P(0, 35− 0, 02 < p̂ < 0, 35 + 0, 02) = P(0, 33 < p̂ < 0, 37) =

= P
(0, 33− 0, 35

0, 0123
<

p̂ − 0, 35
0, 0123

<
0, 37− 0, 35

0, 0123

)
≈

≈ P(−1, 63 < Z < 1, 63) ≈ 0, 9484− 0, 0516 = 0, 8968.



Prawo Wielkich Liczb i Centralne Twierdzenie
Graniczne

Niech {Xi} b¦d¡ niezale»nymi, jednakowo rozªo»onymi zmiennymi
losowymi, z E (Xi ) = µ, Var(Xi ) = σ2. Niech

X =
1
n

(X1 + X2 + · · ·+ xn)

b¦dzie ±redni¡ arytmetyczn¡. Mamy:

E (X ) = µ, Var(X ) =
σ2

n
, SD(X ) =

σ√
n
.



Twierdzenie (Prawo Wielkich Liczb, Chi«czyn, Koªmogorow)

X −→ µ wg prawd. gdy n→∞,

czyli

∀ε > 0 P(|X − µ| > ε) −→ 0 gdy n→∞.

Twierdzenie (Centralne Twierdzenie Graniczne, Liapunow)

Dla dowolnych A,B ∈ R mamy

P
(
A <

X − µ
σ/
√
n
< B) −→ P(A < Z < B),

gdy n→∞, jednostajnie wzgl¦dem A,B .



Uwaga: Powoªuj¡c si¦ na powy»sze twierdzenie, dla a, b bliskich µ
i n� 1 mamy

P(a < X < b) ≈ P
( a− µ
σ/
√
n
< Z <

b − µ
σ/
√
n

)
=

= P
(√

n
a− µ
σ

< Z <
√
n
b − µ
σ

)
.

Przykªady: (a) Ilo±¢ wypadków X na pewnym skrzy»owaniu w
ci¡gu tygodnia jest zmienn¡ z E (X ) = 2, 2 i Var(X ) = 1, 4. Niech
X b¦dzie ±redni¡ tygodniow¡ ilo±ci¡ wypadków w ci¡gu roku (52
tygodnie), czyli

X =
X1 + X2 + · · ·+ X52

52
.

1 Jaki jest (przybli»ony) rozkªad X?

2 Znajd¹ przybli»on¡ warto±¢ P(X < 2).

3 Znajd¹ przybli»one prawdopodobie«stwo, »e wydarzy si¦
najwy»ej 100 wypadków w ci¡gu roku.



Rozwi¡zanie:

1 X przyjmuje warto±ci caªkowite, w takim razie nie ma rozkªadu
normalnego. To samo odnosi si¦ do X . Z CTG rozkªad X jest
w przybli»eniu N(µ, σ), dla µ = 2, 2 i σ = 1,4√

52
.

2 Korzystaj¡c z powy»szego, mamy

P(X < 2) = P
( X − 2, 2

1, 4/
√
52

<
2− 2, 2

1, 4/
√
52

)
≈ P(Z < −1, 03) ≈ 0, 1515.

3 Argumentuj¡c podobnie,

P(# ≤ 100) = P
(
X ≤ 100

52

)
≈ P

(
Z ≤ 1, 923− 2, 2

1, 4/
√
52

)
≈

≈ P(Z ≤ −1, 4264) ≈ 0, 0708.



(b) Ilo±¢ NOX (mieszanka ró»nych tlenków azotu) wyemitowanego
do atmosfery w spalinach pewnego modelu samochodu jest
zmienn¡ losow¡ ze ±redni¡ 1, 4g/mi (gramów na przejechan¡ mil¦) i
odchyleniem standardowym 0, 3g/mi. Firma ma 125 takich
samochodów w swojej �ocie. Niech X oznacza ±redni¡ emisj¦ NOX
przez samochód �oty.

1 Jaki jest przybli»ony rozkªad X?

2 Oszacuj prawdopodobie«stwo, »e 1, 4 < X < 2, 0g/mi.

3 Jaki poziom emisji L ma t¡ wªasno±¢, »e P(X > L) = 0, 05



Rozwi¡zanie: E (X ) = 1, 4, SD(X ) = 0, 3/
√
125 ≈ 0, 0268.

1 Korzystaj¡c z CTG, X ∼ N(1, 4, 0, 0268),

2 P(1, 4 < X < 2, 0) ≈ P
(
0 < Z < 2,0−1,4

0,0268

)
= P(0 < Z <

22) ≈ 0, 5,

3

0, 05 = P(X > L) = P
(X − 1, 4
0, 0268

>
L− 1, 4
0, 0268

)
≈

≈ P
(
Z >

L− 1, 4
0, 0268

)
= 1− Φ

(L− 1, 4
0, 0268

)
.

Korzystaj¡c z tabel, mamy

L− 1, 4
0, 0268

= 1, 645⇒ L = 1, 444.



(c) Ilo±¢ studentów, która wybiera kurs Statystyki Elementarnej jest
zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie Poissona ze ±redni¡ λ = 100 (taki byª
plan). Prowadz¡cy zaj¦cia postanowiª, »e je»eli ilo±¢ zapisanych
studentów przekroczy 120 powstan¡ 4 grupy ¢wiczeniowe, a je»eli
nie przekroczy, to bed¡ 3 grupy. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e
powstan¡ 4 grupy?
Rozwi¡zanie: Dokªadna warto±¢ tego prawdopodobie«stwa to

e−100
∑
i≥120

100i

i !
,

która nie jest ªatwa do oszacowania. Ale zauwa»my, »e zmienna
Poissona ze ±redni¡ λ = 100 jest sum¡ 100 jednakowo rozªo»onych
niezale»nych zmiennych Poissona ze ±redni¡ 1. Mo»emy wi¦c u»y¢
CTG.

P(X ≥ 120) = P
(X − 100√

100
≥ 120− 100√

100

)
≈

≈ 1− Φ(2) = 0, 0228.


