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Elementarna analiza danych

Alexander Bendikov (Wroctaw) Elementarna statystyka Semestr wiosenny 2017 2 /34



@ Zbiér danych zawiera informacje o pewnej grupie przypadkéw lub
obserwacji: ludzi, rzeczy itp. Dla kazdego przypadku dane zawieraja
warto$¢ jednej badz wiekszej iloéci zmiennych: wysokosci, pici itp.

e Zmienne kategorialne zaliczaja kazdy przypadek do pewnej kategorii:
mezczyzna/kobieta, status spoteczny itp.

@ Zmienne ilosciowe podajag pewna charakterystyke numeryczng,
wysokos¢, wage, pensje itp.

o Badawcza analiza danych stosuje wykresy i parametry liczbowe aby
opisa¢ zmienne oraz zaleznosci pomiedzy zmiennymi w zbiorze danych.

@ Rozktad zmiennej iloSciowe] opisuje wartosci zmiennej i ich czestosci.
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Zmienne ilosciowe: histogramy

1. Rozktadamy zakres wartosci zmiennej na przedziaty réwnej dtugosci
2. Zliczamy ilos¢ przypadkéw z wartosciami w poszczegdlnych przedziatach

3. Rysujemy prostokaty: podstawa kazdego pokrywa kolejny przedziat,
wysokos¢ to zliczona ilos¢ przypadkéw w danym przedziale.
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Rysunek: Histogram zmiennej iloSciowej ,,Dtugos¢ stéw”

Dtugos¢ | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 |12 | 13 | 14 | 15
Odsetek | 3,6 | 14,8 | 18,7 | 16,0 | 125 |82 (81 (59|44 |36 (21|09|06 |04 0,2

Tablica: Dtugos¢ stéw w czasopi$mie Popular Science
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Opis rozktadu przy pomocy parametréw

e X =x1,x2,...,X, (uporzadkowane rosnaco)
o Srednia x = %(xl +x04 ..., %n)
n nieparzysta
e Mediana M = );("H)/z eparzy
5(x1/2 + Xnj241) n parzysta.

Uwagi: 1) Dla n>> 1, X ~ E(X) z prawa wielkich liczb,
2) Dla niewielkich n $rednia X istotnie zalezy od obserwacji nietypowych
(outlier), natomiast mediana M nie zalezy.

o Kwartyle @ i Qs:
Qu=M(a,...,x; k=["]),
n+11)

Q3= M(Xmy...yxn; m=]

Alexander Bendikov (Wroctaw) Elementarna statystyka Semestr wiosenny 2017 6 /34



Przyktady:
9 9 22 32 33 39 40 42 49 52 52 70
° t t ¢
Q) =27 M = 39,505 = 50,5
22 25 34 35 41 41 46 46 46 47 49 54 54 55 60
o

Q1 M Q3

@ 5 - liczbowe podsumowanie: xmin — @1 — M — Q3 — Xmax-

o Wykres pudetkowy: i
[}

Tmin Ql M Q3 Tmax
@ Rozrzut: odchylenie standardowe prébki s:

X 1 oX1,X0,...,Xp,

P LR ) = Y

n—1 n—1
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Whiasnoéci:
o E(x) = E(X),
o E(s%) = Var(X).

Przykfad: X:5 7 8 9 1011 12 12 15 19

8

t

Q1 M Qs

1) min=5, max=19, M = (10 +11) = 10,5, Q; =8, Q3 = 12

i

5 8 12 19
3) x=15(5+7+---+19)=10,8 > M, s> =16,4, s = 4,06.

2)
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Elementarna analiza korelacji
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Czy jadac szybko marnujemy paliwo? W tabeli s3 dane dotyczace

zuzycia paliwa (brytyjska wersja Forda Escorta)

Predkos¢ Zuzycie paliwa | Predkos¢ Zuzycie paliwa
(km/h) (1/100 km) (km/h) (1/100 km)

10 21,00 90 7,57

20 13,00 100 8,27

30 10,00 110 9,03

40 8,00 120 9,87

50 7,00 130 10,79

60 5,90 140 11,77

70 6,30 150 12,83

80 6,95
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Rysunek: Wykres punktowy zmiennych ,Predkos$¢” i ,,Zuzycie paliwa”
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W przyktadzie s3 dwie zmienne zalezne:

X (predkos¢), zmienna objasniajaca, ktéra jest zmienng decydujaca w tej
zaleznoscl,

Y (zuzycie paliwa), zmienna zalezna, ktéra jest zmienna reagujaca.
Gtéwne zadanie to objasnienie rodzaju zaleznosci

X+—Y.
Wykres punktowy pokazuje zalezno$¢ pomiedzy dwoma zmiennymi

ilosciowymi X i Y. Poszczegélne obserwacje zbioru danych odpowiadaja
punktom wykresu.
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Wspétczynnik korelacji Rx vy

Niech X i Y beda zmiennymi losowymi, ze $rednimi i odchyleniami
standardowymi odpowiednio ux,ox, py,oy. Jezeli X i Y sa niezalezne to

Var(X 4+ Y) = Var(X) + Var(y) = o% + 0%.
Jezeli X i Y nie s3 niezalezne, to
Var(X—l— Y) :0§<+O‘%/—|—2-UX'O'Y . Rx7y,

gdzie

Rev = E(Z ) (50)

Wielko$¢ Rx y nazywamy wspdéfczynnikiem korelacji zmiennych X i Y
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Wiasnosci RX,Y
1. -1 < Rx,y <1,
2. Rx)y = +1 & X, Y s liniowo zalezne, to znaczy

Y=kX+b, lub X=kY+b.

W takim przypadku mamy dodatkowo Rx y =1 jezeli k > 0 i
Rx7y =-1 jez'eli k < 0.

3. Wspdtczynnik korelacji mierzy site wspétzaleznosci typu liniowego. Nie
opisuje dobrze zaleznosci krzywoliniowych.
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Wspétczynnik korelacji w prébie rx y

Zatézmy, ze mamy prébki xi, xo, ..., x, 1 y1, Y2, ..., yn pobrane z populacji

o rozktadach X i Y odpowiednio. Mozemy korzysta¢ z przyblizen
X R lx, Sx R Ox, Y = by, Sy = 0.
A w jaki sposéb mozemy przyblizy¢ wspétczynnik korelacji Rx y?
1 i—X\(Yi—Y
®IX)Yy = 51 Z,(%)(%)

o rxy~ RX7y dla n> 1.

Przyktad:
X. v. X — X y.—-y
-1 1 -1,5 0,25
0 -1 -0,5 -1,75
1 2 0.5 1,25
2 1 1,5 0,25
x=05]|y=075|s=13]|5, =12
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Rysunek: Wykres punktowy zmiennych X i Y

Y (x =Xy —-y)=1,5

rX7y = 0, 32.
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Witasnosci rx vy

o _1 S r S 11
@ r = +£1 wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie obserwacje leza na jedne;
prostej. Czyli r = £1 tylko w przypadku idealnie liniowej zaleznosci.

© r ~ 0 oznacza bardzo staba zaleznos¢ liniowa.
Przyktad: W przypadku zuzycia paliwa mamy:

o 1 zakres, 10 — 60 km/h r = —0,86

@ 2 zakres, 60 = 150 km/h r = 0,91

e W catym zakresie predkosci 10 — 150km/h mamy r = —0, 15 - bardzo
staba zaleznos¢ liniowa
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Rysunek: Wykres punktowy, 2 zakresy
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Przyktady zwigzane z korelacja

1. Galton (1857) 1078 par pomiaréw wzrostéw:
e Ojcowie i synowie: r ~ 0,5,
o Matki i synowie: r ~ 0,494,
2. Badania zwigzane z ochrona zdrowia (1960-62)
o Wzrosty i wagi 411 mezczyzn w wieku 18-24 lat:

r =0, 36.
o Wyksztatcenie i dochéd:

(a) dla mezczyzn w wieku 25-34: r = 0, 4,
(b) dla mezczyzn w wieku 35-44: r = 0, 6.

3. lloraz inteligencji identycznych blizniakéw:

r~0,95.
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Linia regresji najmniejszych kwadratéw

Zasada: linia regresji najmniejszych kwadratéw zmiennych X i Y jest
prosta o réwnaniu Y = a + b X dla ktérej suma kwadratéw > (y. — 7.)?
Jest najmniejsza

Y

Yi
Yi

Rysunek: Linia regresji najmniejszych kwadratéw
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Musimy wiec znalez¢ a, b takie, ze
Z(y; — )7,')2 — min,

gdzie
@ y; jest obserwacja zmiennej Y/,
@ y; = a+ b x; jest przewidywang wartosciag zmiennej Y, odpowiadajaca
obserwacji x; zmiennej X

@ y; — yi jest reszta.

Alexander Bendikov (Wroctaw) Elementarna statystyka Semestr wiosenny 2017 21 / 34



Rozwiazanie problemu minimalizacji: Linia regresji najmniejszych
kwadratéw ma réwnanie

S

Y=a+bX,
gdzie:
1. Wspétczynnik kierunkowy b= r - z—;
2. Odsuniecie a=y — bx

Réwnowaznie:
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Przyktad: Dla naszego Forda Escorta mamy:
1. W zakresie 10 — 60 km/h mamy

14

—0,3X + 21,5,

a wiec nastepujace prognozy: x =25,y =14, x =40,y = 9,5,
x=50,y=6,5x=70,y=0,57
2. W catym zakresie 10 — 150 km/h mamy

y = —0,01466 X + 11,058,

a wiec nastepujace prognozy: x =25,y = 10,65, x =40,y = 9,32,
x =70,y =10,03!
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r? jako utamek zmiennosci

5 Catkowita zmienno$¢ (wariancja) wartosci prognozowanych 14
r= - - — - - P .
Catkowita zmiennos¢ (wariancja) wartosci obserwowanych Y

Powyzszy wzér tatwo jest uzasadni¢ korzystajac z réwnania regres;ji

g —y £ -
= r -
Sy SX
)Y =r N r=0=> 9=y
~ =N\ 2 L \2
2) nil Z (ySYy) = r2 nil (XSXX> = r2
W koncu, B
2 2 —-y)

r = = 5"
—v)2
2y =)
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Innymi stowy, r? to procent zmiennosci Y, ktéry mozna uzasadni¢ linig
regresji.
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Planowanie préby
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1. Populacja: to cata zbiorowos¢ przypadkéw (osobnikéw), ktéra badamy.
2. Préba: to cze$¢ populacji, ktérg wyselekcjonowaliémy do rzeczywistych
badan, pomiaréw.

3. Planowanie préby: to metoda, ktérag wybralismy w celu
wyselekcjonowania préby z populacji.

Przyktad 1. Znana dziennikarka Ann Launders, prowadzaca dziaty z
poradami kiedys$ zapytata czytelnikéw: ,Czy gdybys miat/miata decydowaé
ponownie, czy zdecydowatbys/zdecydowatabys sie na dzieci?” Po kilku
tygodniach znata juz odpowiedz czytelnikéw-rodzicéw, i swéj kolejny
felieton zatytutowata: ,,70% rodzicéw uwaza, ze nie warto ,wchodzi¢” w
dzieci”. Istotnie, 70% z prawie 10 000 rodzicéw, ktérzy wystali swoje
odpowiedzi stwierdzito, ze gdyby mieli mozliwo$¢ ponownie zadecydowa¢ o
posiadaniu dzieci, nie zdecydowaliby sie.
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Z punktu widzenia statystyki tak zebrane dane sg bezwartosciowe jako
wskazéwka na temat opinii ogétu amerykanskich rodzicéw. Ci, ktérzy
odpowiedzieli na pytanie Ann Launders reprezentowali cze$¢ populacji
rodzicéw, ktéra miata na ten temat silne opinie, do tego stopnia, ze zadata
sobie trud napisania odpowiedzi. Reprezentowali t3 cze$¢ populacji, ktdra
byta zta na swoje dzieci. Ta cze$¢ populacji nie jest (w kwestii zadowolenia
z posiadania dzieci) reprezentatywna dla catej populacji amerykanskich
rodzicéw!!!

Porzadne badanie

Wiasciwie statystycznie zaplanowane badanie opinii w tej samej sprawie
kilka miesiecy pézniej pokazato, ze 91% rodzicéw zdecydowatoby sie
ponownie na dzieci.

Whiosek: Ann Launders uzyta spontanicznej odpowiedzi, jako metody
budowy préby. Doprowadzito to do btednych wnioskéw.
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Przyktad 2. Producenci i agencje reklamowe czesto przeprowadzaja
ankiety w centrach handlowych, w ktérych pytaja o zwyczaje kupujacych, i
starajg sie okresli¢ skutecznosé reklam. Wybdr préby sposréd klientéw
centrum handlowego jest szybki i tani. Ale klienci przepytywanie w
centrach handlowych nie stanowig reprezentatywnej prébki catej populagji
konsumentéw. W zaleznosci od czasu badania mozna, na przyktad,
otrzyma¢ nadreprezentacje emerytéw i nastolatkéw. Taki wybdr préby
nazywa sie ,proba dogodna” ktéra, podobnie jak préba spontaniczne;
odpowiedzi z reguty wykazuje obciazenie (tendencyjnos¢), czyli
wbudowany, systematyczny btad. Taki wybér préby systematycznie promuje
pewien typ odpowiedzi.
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Prosta préba losowa (SRS)

@ W prébie spontanicznej odpowiedzi ludzie sami wybieraja, czy
odpowiedzie¢ czy nie.

@ W prébie dogodnej pytajacy dokonuje wyboru, kiedy dokona¢ badania,
kogo pytac.

W obu przypadkach arbitralny wybér powoduje obciazenie, systematyczny
btad.

@ Prosta préba losowa (SRS) o rozmiarze n skfada sie z n osobnikéw
wybranych z populacji w taki sposéb, ze kazdy mozliwy uktad n
osobnikéw ma taka sama szanse bycia wybranym.

o Idee SRS mozna zrealizowa¢ przy uzyciu tabeli cyfr losowych
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Cyfry losowe

o Tablica cyfr losowych jest ciggiem (z reguty dtugim) cyfr
0,1,2,...,9 o nastepujacych wtasnosciach:

1) Kazda pozycja w ciggu moze by¢ kazda z 10 cyfr z jednakowym
prawdopodobienstwem,

2) Poszczegblne elementy ciagu sa wzajemnie niezalezne. Znajomo$¢
dowolnego fragmentu ciggu nie zawiera zadnej informacji o reszcie.

3) Kazda para kolejnych elementéw ciggu z moze mieé postaé
00,01,02,...,99 z jednakowym prawdopodobienstwem

4) Kazda tréjka kolejnych elementéw ciggu z moze mie¢ postac
000,001,002, ...,999 z jednakowym prawdopodobienstwem

Wyselekcjonowanie prostej préby losowej sprowadza sie do 2 krokéw:
oznakowania catej populacji cyframi i wyboru cyfr z tabeli.
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Linia

101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
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19223
73676
45467
52711
95592
68417
82739
60940
36009
38448

95034
47150
71709
38889
94007
35013
57890
72024
19365
48789

05756
99400
77558
93074
69971
15529
20807
17868
15412
18338

Tablica: Tabela cyfr losowych

28713
01927
00095
60227
91481
72765
47511
24943
39638
24697

96409
27754
32863
40011
60779
85089
81676
61790
85453
39364
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12531
42648
29485
85848
53791
57067
55300
90656
46816
42006
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42544
82425
82226
48767
17297
50211
94383
87964
83485
76688

07511
75592
47052
94322
65561
71035
43367
90597
53946
13258
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Przyktad: Lista studentéw zapisanych na wyktad prof. Bendikova ze
statystyki elementarnej zawiera 18 nazwisk. Prof. Bendikov postanowit
porozmawiac z wybrana grupa 3 studentéw, zeby zasiegnac ich opinii o
wyktadzie. Zeby unikna¢ ryzyka, ze nieswiadomie wybierze swoich
ulubionych studentéw i w ten sposéb wptynie na wyniki ankiety, postanowit
skonstruowac prosta prébe losowg SRS. Grupa studentéw posiada juz swoje
numery, moga to by¢ numery na liscie studentéw. Kazdemu studentowi
przyporzadkowana jest wiec para cyfr: 01,02,...,18.

Aby wykorzysta¢ tabele cyfr losowych postepujemy nastepujaco:

Krok 1: Kazdemu studentowi przyporzadkowujemy niepowtarzalny,
liczbowy identyfikator, uzywajac jak najmniejszej ilosci cyfr. W tym
przyktadzie kazdemu studentowi przyporzadkowujemy dwucyfrowy numer,
ktéry ma na liscie studentéw zapisanych na wyktad:

01,02,03,...,16,17, 18.
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Krok 2: W tabeli cyfr losowych wybieramy losowo miejsce. Nastepnie
odczytujemy kolejne cyfry poczawszy od tego miejsca, i dzielimy je na
kolejne grupy 2 cyfr. Powiedzmy, ze wybralismy druga kolumne linii 105:

94 00 76 99 71 91 48 16 07 79 53 79 11 72 97 65 56 ...

Woybiera z nich pierwsza pare, ktéra odpowiada identyfikatorowi ktéregos
studenta (czyli jest postaci 01,02,03,...,18. Nastepnie kontynuujemy,
wybierajac kolejne pary. Jezeli wybrana para zostata juz wczesniej wybrana,
lub jezeli nie odpowiada zadnemu studentowi, odrzucamy ja, i
kontynuujemy. W tym przyktadzie otrzymujemy studentéw:

16, 07, 11.

Kazdy student miat jednakowa szanse bycia wybranym.
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