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1. Estymatory punktowe

@ X, xq,x0,... zmienna losowa z obserwacjami xi, xo, ...
o Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej X zalezy od parametréw
a,b,c,...
o Podstawowe zadanie: Majac obserwacje x1, xp, ... oszacowaé
parametry a, b, c,....
Przyktad: Zmienne o rozktadzie normalnym X ~ N(u, o). Gestos¢
prawdopodobienstwa p(x) = p(x; u, o) zalezy od parametréw p, o

prawd. = 0,95
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Korzystajac z Prawa Wielkich Liczb mamy:

1) X~ pu = E(X),

2) s? = o? = Var(X) = E(X — pn)?,
N o X— y_

3) r2NRX>Y _E( O')tLX)( O'\ily)'

Uwagi: 1. Estymatory X, s2, r* sa zmiennymi losowymi, sa to tak zwane

estymatory punktowe: dla danej préby x1, x»,... podaja jedng liczbe
(punkt).
2. Te estymatory s3 nieobcigzone:

Ex=p, Es®’=o0% Er’=Rxy.
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2. Estymatory przedziatowe

Problem: Dla danej liczby 0 < C < 1 (poziom ufnosci) znalezé przedziat
(a1, a2) z losowymi koficami aj, a, zalezny od préby xi, x2, ..., x, taki, ze

P(a € (a1,a)) = C.
Najczesciej wybieranymi poziomami ufnosci s3 C = 0,95, 0,99, 0,999.

Przedziat (a1, ap) nazywa sie przedziatem ufnosci parametru a na poziomie
ufnosci C

Przedziat ufnosci parametru a na poziomie ufnosci C obliczony na
podstawie danych préby to przedziat zawierajacy prawdziwa wartosé
parametru a z prawdopodobierstwem C.
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Przyktad: Przedziat ufnosci dla $redniej p rozktadu normalnego N(u, o)
gdy o jest znane. Mamy

X2 7 NG

z prawdopodobienistwem C, gdzie z* jest tak zwang wartoscig C-krytyczna

Rysunek: Wartos¢ z* dla danego C

5 /28
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Tablica: Charakterystyczne wartosci z*

C 0,7 | 08 | 09 [ 095 [ 0,99 | 0.999
p=1C1015 [ 010 | 0,05 |0,025 | 0,005 | 0,0005
z* | 1,036 | 1,282 | 1,645 | 1,960 | 2,576 | 3,291

Przyktad: Zmienna losowa X oznacza zawartos$¢ aktywnego sktadnika w
pewnym leku. Wiemy, ze ma rozktad normalny, i 0 = 3. Znajdz przedziat
ufnosci 11 na poziomie C = 0,95, na podstawie préby xi, ..., x, o wielkosci
n =36 i sredniej X = 4, 1.

Rozwiazanie: 1. W tabeli znajdujemy wartos$¢ krytyczng z* dla C = 0,95,
z* =1,96.

2. Znajdujemy margines btedu z*% = % =0,98.

3. Przedziat ufnosci na poziomie C = 0,95) to

(x —0,98,% +0,98) = (3,12, 5, 08),

a wiec, na poziomie ufnosci C = 0,95 mamy 3,12 < 1 < 5,08.
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Uwaga: Poziom ufnosci oznacza prawdopodobienstwo, ze dana metoda da
prawidtowg odpowiedz. Innymi stowy, jezeli uzyjemy poziomu ufnosci 0, 95,
to na dtuzsza mete 95% wyznaczonych przedziatéw ufnosci bedzie
zawierato prawdziwg warto$¢ parametru (zauwazmy, ze pozostate 5% nie
bedzie zawierato). W konkretnym przypadku nie ma catkowitej pewnosci,
ze prawdziwa wartos¢ parametru rzeczywiscie wpadnie do przedziatu
ufnosci.
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Rozklad z

Rysunek: 25 préb losowych z tej samej populacji dato powyzsze 95% przedziatu
ufnosci. Srednio 95% préb losowych da przedziat, ktéry zawiera prawdziwa

warto$¢ 1 populacji
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Wyjasnijmy

% — Xt

o X == jest zmienna losowa normalnga, z parametrami

E®) =p  SD(X)=

B

@ Rozwazmy zmienna losowa unormowang Z

Z=

a/\fEN(O ,1).

o Z nazywa sie Z-statystyka dla Xx.
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TV R
Y—z*\%ﬁuﬁ?—i—z*%.

@ o/+/n nazywa sie bfedem standardowym (SE), a m = z*c /+/n
marginesem bfedu.

Przyktad (kontynuacja): X to zawartos¢ substancji aktywnej, n = 36,
X =4,1, 0 = 3. W takim razie btad standardowy to 3/6 = 0, 5.
1)
C=095 p=(1-C)/2=0,025,
z* =196, m=z"0c/\/n=0,98,
3,12 < ju < 5,08.
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C=0.99, p=0,005,
Zz* =2,576, m=1,288,
2,812 < 11 < 5, 388.

C =0.999, p=0,0005,
z*=3,291, m=1,645,
2,455 < ;i < 5,745.

Whiosek: m /oo gdy C 7 1.
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Analiza przedziatu ufnosci

1. Przy ustalonym poziomie ufnosci C niech n 7. Wtedy margines btedu
m=2z*0/y/n"\,.

2. Przy ustalonym rozmiarze préby n niech C ~ 1. Wtedy margines btedu
m=z*q/\/n 1.

3. Ustalmy poziom ufnosci C i margines btedu m = z*o//n. Rozmiar
préby potrzebny w tym przypadku to n = (2%7)2

Przyktad: Niech X bedzie iloécia substancji powstatej w jakiej$ reakcji

chemicznej. Wiemy, ze X € N(u, o), gdzie 0 = 3 a u jest nieznane. lle

pomiaréw nalezy wykonac¢ i usredni¢, zeby rezultat byt doktadny z m = +1

dla poziomu ufnosci C: (a) 0,95, (b) 0,99, (c) 0,9997

Rozwigzanie: (a) C = 0,95, z* =1,96, m = 1.

* 2
n= (Z U) = (1,96 - 3) = 34,57 ~ 35.
m
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(b) C =0,99, z* =2,576, m = 1.

(T2 2 N
n_(m) = (2,576 - 3)2 = 59, 75 ~ 60.

(c) C =0,999, z* = 3,291, m = 1.

* 2
n= (z ") = (3,291 - 3)2 = 97,42 ~ 98.
m
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Przedziat ufnosci dla $redniej zmiennej normalnej
(0 nieznane)

@ X1,X2,...,X, Obserwacje zmiennej X € N(uo)
@ Przedziat ufnosci dla i na poziomie ufnosci C jest dany przez
s
e v
gdzie X jest srednig préby, s odchyleniem standardowym préby, a t,

jest wartoscia krytyczng (analogicznie do z*) dla poziomu ufnosci C
rozktadu t (zwanego tez rozktadem Studenta).

X—ti—= S u <X+ ti—

Przyktad: Zmienna X ma rozktad normalny. Znajdzmy przedziat ufnosci
dla $redniej, na poziomie C = 0,95, na podstawie préby xi,xo,...,x, 0
licznosci n =16, x =20,2is=0,8.
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Rozwiazanie:

1. Korzystamy z tabeli wartosci t, (lub programu takiego jak Minitab).
Dla C =0,95, df =16 — 1 = 15 otrzymujemy t, = 2,13

2. m=t.s/y/n=2,13-0,8/1/16 =2,13-0,2 ~ 0,426

3. X—m=20,2—-0,426 =19,774, X + m = 20,2 4 0,426 = 20,626

4. 19,774 < u < 20,626.

Uwaga: Jezeli préba jest mata n < 30 uzycie tabeli dla zmiennej normalnej

i przyjecie 0 = s zamiast tabeli dla zmiennej t prowadzi do btedu -

przedziat ufnosci jest za maty.

Przyktad: Rozwazmy poprzedni przyktad, i przyjmijmy, ze o jest znane i

réwne s.

1. Z tabeli dostajemy z* = 1,96 (poréwnajmy z t, = 2,13)

2. m=2z*¢/y/n=1,96-0,8/4 = 0,392 (poréwnajmy do m = 0, 426)

3. 19,808 < u < 20,592.
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Wyjasnijmy:

@ X,x1,x2...,xp, zmienne losowe normalne N(u, o),

o X =10 +x 4+ x)
52 =LY (x — %)%,

. X

T-statystyka: T = NG
Rozktad zmiennej T nie zalezy od 1 ani 0. Jest to tak zwany rozktad
t (lub Studenta), odkryty przez Gosseta (ktéry postugiwat sie
pseudonimem Student):

2

X -3 i B r(n/2)
1) , gdzie B, = TR ((n=1))2)’

t(x,n) = B, (1 +

Przedziat ufnosci dla rozktadéw T

P(-t.<T<t)=C
P(x —tis/v/n < p <X+ ts/vn)=C
@ Przedziat ufnosci dla $redniej na poziomie C:
X — ts/V/n < p <X+ tes/v/n.
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normalny

Rysunek: Rozkfad normalny i t z n =3
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Przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego o

@ X,x1,x2...,Xx, zmienne losowe normalne N(u, o),
@ Przedziat ufnosci dla o na poziomie ufnosci C jest dany przez:

5(1 — q*) <o< 5(1 + q*)a

gdzie s jest odchyleniem standardowym préby, a g, jest wartoscia
krytyczna, dla poziomu ufnosci C pewnego rozktadu o ktérym za
chwile.

Przyktad: Zmienna X ma rozktad normalny, otrzymaliSmy prébe

X1, X2, ..., 0 licznosci n = 25, dla ktérej s = 0,8. Znajdziemy przedziat

ufnosci dla o na poziomie ufnosci C = 0, 95.

Rozwiazanie: Warto$¢ g, odczytujemy z tabeli. Dla C = 0,95, n =25

otrzymujemy g, = 0, 32.

1) s(1-q+)=0,8-(1-0,32)=0,8-0,68 = 0,544,

s(1+¢.)=0,8-(1+0,32)=0,8-1,32 = 1,056,
2) 0,544 < o < 1,056.
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Uwaga: Gdyby w naszych danych n = 6, to otrzymaliby$my:

1) g« =1,09

2) s(1-¢.)=0,8-(1-1,09)=0,8-(—0,09) = —0,072,
s(1+¢.)=0,8-(1+1,09)=0,8-2,09 =1,672,

3) —=0,072 <o <1,672.

Wiemy, ze o > 0, wiec przedziat mozemy poprawié:

0<o<1,672.
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Wyjasnijmy: rozktad x2

. . s
e Rozwazmy x?-statystyke, zmienng x> = —5(n—1), n > 2
o

Rysunek: Rozkfad zmiennej x

@ Rozktad zmiennej losowej x? = ;—i(n — 1) znany jest jako rozkfad x° z
n — 1 stopniami swobody
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@ Znajdzmy wartosci krytyczne x1 i x2 jak na rysunku, czyli

1-C
POXP® <x3)=P0x5 <x%) = —

. . L, . 2 . L L. .
@ Zastapmy nieréwnosci dla x? = 23(n — 1) nieréwnosciami dla o

S
Xlﬁ;\/n—1§X2

i\/n—lgag i\/n—l.
X2 X1
e Wtedy mozna wzigé
n—1 vn—1
=1-gq, =1+gq.
X2 X1

Uwaga: Mozna uzywaé bezposrednio x1, x2 zamiast g,

Alexander Bendikov (UWr) Elementarna statystyka Przedziaty ufnosc 26 kwietnia 2017 21 /28



Przedziaty ufnosci dla parametréw rozktadéw innych niz
normalne

Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie dwumianowym X € B(N, p),
gdzie parametr p jest nieznany. Wiemy:

Niech xi, x>, ..., x, bedzie niezalezng préba losowa z populacji o tym

rozktadzie. Ustalamy
1 ¢
P= o 2%
=

A—p
° o — Z e N(0,1) gdy n — o0
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W szczegdlnosci,

~P(—z. < Z < z,).

P(—z* < S — <z*) =
VoL = p)/nN
Dla danego poziomu ufnosci C znajdujemy z, takie, ze
P(-z<Z<z)=cC

Wotedy przedziat ufnosci dla nieznanego parametru p na poziomie C ma
posta¢ x; < p < xa, gdzie x1, x2 s3 rozwigzaniami réwnania kwadratowego

2
2"_}_27* a2
2 P NnX+ p

2 2
14+ 5= 1+ =

=0.

X
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Jezeli \/Zﬁ Jjest mate (czyli jezeli Nn jest duze), to réwnanie mozemy
uprosci¢, i otrzymujemy przyblizony przedziat ufnosci na poziomie C:

A~ Zx 13(1 - p\)

Zy
— <p<pbhb+
P \/m pP=Pp
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Rozwazmy obecnie zmienng X o rozktadzie Poissona X € Poi(\), z
nieznanym parametrem A. Mamy

ey
P(X =k)= e
Niech xi, x2, ..., x, bedzie niezalezng préba losowa z populacji o tym

rozktadzie. Ustalamy

i=1
wtedy'
E(Y) =
o Var(X )
° ’\/\;‘n — ZEN(O 1) gdy n — o0
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W szczegdlnosci

P<—z*< A A <z*>%P(—z*<Z<z*).

VA/n
Dla danego poziomu ufnosci C znajdujemy z, takie, ze

P(—z*<Z<z*>:C.

Wtedy przedziat ufnosci dla nieznanego parametru A\ na poziomie C ma
posta¢ x; < A\ < xo, gdzie x1, x2 s3 rozwiazaniami réwnania kwadratowego

~ 22 ~
x2—(2/\+—*)x+)\2:0.
n
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Jezeli % jest mate (czyli n duze) otrzymujemy przyblizony przedziat ufnosci
na poziomie C:

Uwaga: Otrzymane powyzej przedziaty ufnosci sg przyblizone, ale
niedoktadnoéé¢ powstata z ich stosowania dazy do 0 gdy n — oc.
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Rozwazmy zmienna losowa X o rozktadzie jednostajnym U[0, 6], gdzie
parametr 6 jest nieznany. Mamy

i
P(X el
(Xen=1.
Niech x1,x, ..., x, bedzie niezalezng préba losowa pobrang z populacji o
tym rozkfadzie, i niech
* «_ N +1 *
wemEe =T
Wtedy:
e EO* =
% 2
° Var(9 ) = ﬁ
Mamy wiec przed2|a’f ufnosci na poziomie C
) 0n
Xn < 6 < m)'
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