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@ Whioskowanie statystyczne:
1) Przedziaty ufnosci: Uzywamy ich kiedy naszym celem jest
oszacowanie jakiego$ parametru populacji (np. $redniej)
2) Testy istotnosci: Uzywamy ich do oceny, czy dane potwierdzaja jakie$
przypuszczenie odno$nie populacji (hipotezy)

Przykfad: Napoje dietetyczne (takie jak Pepsi Zero) uzywaja sztucznych
substancji stodzacych. Okazuje sie, ze uzywane substancje traca swoje
wtasnosci stodzace wraz z uptywem czasu. Producenci kontroluja ten
proces chcac zachowa¢ jakosé swoich produktéw w okresie przydatnosci do
spozycia. Wykwalifikowani testerzy prébuja napéj dwukrotnie (w odstepie
miesigca), i oceniaja ,stodkos¢” w skali od 0 do 10, po czym zapisuja
réznice ny — np. Ponizej mamy wyniki 10 testeréw:

20 04 07 20 —-04 22 —-13 12 11 23

Pytanie: Czy te dane potwierdzajg przypuszczenie, ze napoje dietetyczne
tracg swoja ,stodkos¢” z uptywem czasu?
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Odpowiadamy:

1. Znajdujemy Srednia préby x = 1.02;

2. Niech p bedzie (nieznana) Srednia utrata stodyczy w catej partii
produkeyjnej (populacji),

Formutujemy hipoteze zerowa Hp : p = 0 (napdj nie traci swojej
stodyczy z czasem);

Formutujemy hipoteze alternatywng H, : u > 0 (napgj traci
stodkos¢ z czasem)

3. Zatozenie: Z wieloletnich do$wiadczen wynika, ze odchylenie
standardowe dla wynikéw testeréw stodkosci wynosi o = 1. Zaktadamy
wiec, ze X € N(p, %)

4. Przy zatozeniu hipotezy zerowej Hy oczekiwaliby$my, ze dane beda
takie, ze srednia proby X bedzie bliska zatozonej sredniej 1 = 0. ldea
testu istotnosci jest wybdr takiej krytycznej wartosci x*, ze jezeli
0 < x < x* to uznamy, ze dane potwierdzaja hipoteze zerowa, a jezeli
X > x* to uznamy, ze dane nie potwierdzajg hipotezy zerowej, natomiast
potwierdzaja hipoteze alternatywna.
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e Zauwazmy, ze wybér x* dopuszcza pewng niewielka mozliwos¢ btedu:
zwykta zmiennos¢ losowa moze spowodowaé X > x*, i odrzucenie Hp,
pomimo, ze hipoteza jest prawdziwa.
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W naszym przypadku X = 1,02, a wiec

X L0
1/v/10 ~ 1/4/10

P(Y>1,02]M:0):P( ):P(Z>3,23):6-10‘4.
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Wynika stad, ze jezeli przyjmiemy za x* =1 (czyli P(Z > 3,16)) to
odrzucimy Hp z bardzo matym mozliwym btedem:

P(x>1,0|u=0)~6-10"%

Ogdlnie, uzywamy nastepujacej terminologii
o z-wartosé = Ko

o/V/n’
e p-wartos¢ = P(x > x* | u = o).

5. Istotnos¢ statystyczna: W ostatnim kroku oceny danych w kontekscie
hipotezy Hy poréwnujemy wyliczona p-warto$¢ z wartoscia ustalong
a=0,05, 0,01, 0,001, ktérg uznajemy za decydujaca. Jezeli p-wartos$é

jest mniejsza lub réwna a méwimy, ze dane s3 statystycznie istotne na
poziomie «.
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W naszym przyktadzie z testowaniem coli otrzymalismy p = 0,0006, czyli
dane s3 statystycznie istotne na poziomie o = 0,001, ale nie s3
statystycznie istotne na poziomie o = 0,0001. Pobrana préba jest dobrym
argumentem za uznaniem p > 0. Powtérzmy to: otrzymana z préby mata
p-wartos¢ (czyli p-warto$¢ mniejsza niz o) jest dobrym statystycznym
dowodem przeciwko Hp.

Rodzaje H,

Wybieramy pewna wartos$¢ g i formutujemy hipoteze Hy: = po.
Hipoteze alternatywna mozemy sformutowac jako:

1. Hipoteze jednostronna: Hy: p < pg lub Hy @ > pp;

2. Hipoteze dwustronna H, : p # pp.

Hipoteza jednostronna jest wtasciwa w przypadku gdy z géry wiemy w
ktéra strone oczekujemy odchylenia, hipoteza obustronna w przypadku gdy
nie wiemy.
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Z-test dla Sredniej populacji

Mamy prébe xi, x2,...,x, € N(u,0), przy czym
@ o jest znana
@ 44 jest nieznana
Przeprowadzamy test hipotezy Hy : p = pgp na podstawie préby
X1, X2, ..., Xy przy wybranym poziomie istotnosci a:
1) Ustalamy hipotezy:

Ho : p= o
Ha: p> po

2) Obliczamy wartos¢ Z = i/_\‘;% (to jest z-wartos¢);

3) Ustalamy p-wartos¢ i poréwnujemy z «;

4) Whiosek: odrzucamy Hp, na poziomie istotnosci «, jezeli p-wartos¢ jest
mniejsza niz «, i odpowiednio przyjmujemy hipoteze Hy, jezeli
p-wartos¢ jest wieksza niz «v
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Przyktad: Puszka coli powinna zawiera¢ 300 ml napoju. W rzeczywistosci
wystepuje pewna zmienno$€. Rozktad ilosci coli jest zmienng normalng z
o = 2 ml. Inspektor zmierzyt zawartosé coli w n = 6 puszkach i otrzymat
nastepujace dane:

299,4 297,7 301,0 298,9 300,2 297,0

Czy te dane stanowia przekonywujace (na poziomie istotnosci o = 0,1)
uzasadnienie tezy, ze $rednia zawarto$¢ coli w puszce wynosi 300 ml?
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Rozwiazanie:
1. Hp: pp =300 ml
H,: p <300 ml;
Zaktadamy, ze hipoteza Hy jest prawdziwa.
2. x = 299,03, skoro 0 = 3 jest znana, uzywamy Z-testu i otrzymujemy

X —po _ 299,03 — 300

TN

= —0,79;

odrzucamy

|
' nie odrzucamy Hy
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3. Mamy p-wartos¢ p = P(Z < —0,79) = 0,2148

4. p-wartos¢ > o = 0, 1: Préba nie stanowi wystarczajacego uzasadnienia
(na poziomie istotnosci o = 0, 1) odrzucenia hipotezy Hy na rzecz
hipotezy H,. Akceptujemy hipoteze Hp : p = 300 ml.

Przyktad: Przyjmijmy, ze w przypadku braku specjalnych przygotowan
wyniki SATM (Scholastic Assessment Test in Mathematics - amerykariski
odpowiednik matury z matematyki) maja rozktad normalny z = 475 i
o = 100. Grupa n = 100 ucznidéw przechodzi intensywny kurs
przygotowawczy do SATM, ktérego celem jest uzyskanie lepszych wynikéw
na tescie.
a) Po egzaminie okazuje sie, ze dla tej grupy uczniéw otrzymalismy
X =491, 4. Czy ten wynik uzasadnia przypuszczenie (na poziomie
istotnosci 0,05), ze kurs istotnie wptywa na wzrost wyniku SATM?

b) Jezeli x = 491,5 to czy taki rezultat jest istotny na poziomie 0,057
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Rozwiazanie:
1. Ho:p=475
Hy: p > 475;

2. Poniewaz o = 100 jest znana, to stosujemy test Z:
X—po _ 4914-475 _ 1 o4

o/v/n ~ 100/+/100
491,5-475 _ 1, 65;

a) z-warto$¢ =

b) z-wartos¢ =

100/+/100
3. Dla gérnego 5% pola mamy wartos¢ krytyczng z* = 1,645. W takim
razie:

a) Skoro z =1,64 < z* = 1,645 nie odrzucamy hipotezy Hyp : p = 475, dane
nie potwierdzaja, ze kurs wptywa na wzrost wynikéw.

b) W tym przypadku z = 1,65 > z* = 1,645, wiec odrzucamy hipoteze Hy,
dane potwierdzaja, ze kurs podnosi wyniki (na poziomie istotnosci
a =0,05).
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Przyktad: Laboratorium zlecono sprawdzenie, czy zawartos¢ substancji
aktywnej w pewnym leku istotnie wynosi 0,86. Laboratorium dokonuje 3
pomiardéw, i otrzymuje wyniki:
X: 0,9403 0,8363 0,8447 = x = 0,8404
Zaktadamy, ze X € N(u,0) z 0 = 0,0068. Czy jest wystarczajace
uzasadnienie (na poziomie istotnosci w = 0,01), ze u # 0,867

1) Hipotezy: Hy: ©=10,86, Hy: u # 0,86;

: _ X—po _ 0,8404—0,86 _

2) Uzywamy Z-testu z = Z_/\‘/‘% = S0065/vE —4,99.
3) Sprawdzamy p-warto$é: p = P(|Z| > 4,99) = 2,6 - 10~

)

4

Skoro p < a to odrzucamy hipoteze Hy na rzecz H, na poziomie
istotnosci a = 0,01. Wartosé¢ x = 0, 8404 jest istotna na poziomie 0, 01.
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odrzuc nie odrzucamy Hy odrzuc
Hy Hy

Uzycie przedziatéw ufnosci

Przyktad: Pan profesor statystyki twierdzi, ze Sredni wiek studentéw
statystyki to 24 lata. Chcielibysmy zweryfikowa¢ jest twierdzenie, na
poziomie istotnosci 0,05. Losowa préba 116 studentéw statystyki miata
$rednia 22,7 lat, a wiadomo, ze odchylenie standardowe o wynosi 5,68.
Przedziat ufnosci, z* = 1,96, SE = 0.527, m = 1,03, czyli przedziat
ufnosci na poziomie C =1 — a = 0,95 to [21,67,23,73]
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1) Hipotezy: Ho: =24, Hy: p# 24;

et o X—po _ 22724
2) Z-test: z = oT7r = 568vVilE = 2,47

3) Mozemy zastosowaé nastepujaca regute: akceptujemy Hp jezeli wartosé
w nalezy do przedziatu ufnosci, odrzucamy, jezeli nie nalezy (dla H,
dwustronnej). Réwnowaznie, przyjmujemy, jezeli z € [—z*, z*],
odrzucamy w przeciwnym przypadku. Zauwazmy, ze jest to doktadnie to
samo, co ustalanie p-wartosci i poréwnanie z . W naszym przypadku
z < —Zz*, wiec z nie nalezy do z € [—z*,z*], i hipoteze Hy odrzucamy.
Po wyznaczeniu przedziatu ufnosci od razu wida¢, ze 24 lezy poza nim.

Przyjmujemy Hp : = pg na poziomie istotnosci o wtedy 1 tylko wtedy gdy
i nalezy do przedziatu ufnosci p na poziomie ufnosci C =1 — . Innymi
stowy przyjmujemy Hp : 1 = po jezeli —z* < z < z* lub, réwnowaznie,
jezeli

"

o
X—=—m < g <X+ m, m:zT.
n

W naszym przyktadzie hipoteze Hy : p = 24 odrzucamy, ale od razu
wida¢, ze hipoteze Hy : p = 23 przyjelibysmy.
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Prawdopodobienstwa btedéw | i Il rodzaju

Decyzja:

Hp prawdziwa | H, prawdziwa
Ho odrzucona | Btad typu | OK + Moc testu (w strone H,
Hy przyjeta OK Btad typu Il
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1. Btad typu | i istotnosc

Prawdopodobienstwo btedu typu | to P(odrzucenie Hg|Hop prawdziwa). Jest
to doktadnie istotnos¢ testu o dla H, dwustronnej i a/2 dla H,

jednostronnej

Hy o pw# po

z* z* z
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2. Bfad typu Il

Rysunek: Prawdopodobiefistwo btedu typu Il (Hs: p = p1)

Prawdopodobienstwo btedu typu Il to P(przyjecie Ho|H, prawdziwa). Jezeli
p = 1 to jest réwne P(X > g — z*o/+/n|p = p1). Prawdopodobiefistwo
to dazy do 0 gdy p3 — —o0.
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Przyktad: X ~ N(u,0), 0 =60, n=28401i Hy : = 275. Przyjmujemy
a =0,01. Mamy

o Typ Il (H,: p=270) P(X > 275 — 2,576 - 60/1/840 | u = 270) =

= P(X > 269,667 | i = 270) = P(z > —1.5) = 0.5596

o Typ Il (Hy: p=268) P(z>0.806) = 0.2119

o Typ Il (Hy: n=266) P(z>1,77) = 0.0384
Moc testu = P(przyjeta H, | H, prawdziwa) (zalezy od H,). Zatézmy, ze
= 1 i w tescie przyjelismy Hy : p = po, Ha: p < g
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Moc
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Moc testu istotnosci mierzy jego zdolno$¢ do wykrycia hipotezy
alternatywne;j.

Moc (u = p1) = P(przyjecie H, | Ha prawdziwa : 1 = pug)
=1 — P(odrzucenie Hp | H, prawdziwa : 1 = p1)
=1—Typ Il (u= ).
Uwaga: Gdy 1 oddala sie od pp Moc testu (i = 1) rosnie do 1.
Przyktad: Hy: =275, H,: p <275 X € N(u,0),
o =060, n=2840, o =0,01. Otrzymujemy:
e Moc (p=270) =1 —0,5596 = 0.400
o Moc (i = 268) =1—0,2119 = 0.798
e Moc (u=266) =1 —0,0384 = 0.962
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Przyktad: Srednia érednica X .Czegos’ powinna wynosi¢ 2,000 mm.
Przyjmujemy, ze X € N(u,0), gdzie o = 0,010. Postanawiamy sprébowaé
odrzuci¢ hipoteze Hy : © = 2,000 na poziomie istotnosci o = 0, 05.

(1) Pobieramy prébe SRS z n =5 i pewng $rednia X. Ustalamy regute dla
odrzucenia Hy : =2 narzecz H, : p # 2. To jest hipoteza
dwustronna, wiec przyjmiemy Hy jezeli = 2 lezy w
C = 0, 95-przedziale ufnosci, czyli
X+m=x+z0/\/n=x+1,9-0,01/v/5=x=+0,0088. To jest
réwnowazne

2—-0,0088 < x < 2,0088.

(2) Znajdujemy btedy typu I Il
P(btad | typu) = P(przyjecie Hy | Hy prawdziwa) = oo = 0,05
P(btad Il typu : p = 2,015) =
= P(odrzucenie H, | H, prawdziwa : x = 2,015) =
— P(1,991 < X < 2,001 : yi = 2,015) =
= P(-5,32 < z < —1,39) = 0, 0823.

oo - —~ AN PR
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Przyktad: Mamy prébe SRS rozmiaru n = 9 z populacji N(u, o), gdzie
o = 1. Chcemy przetestowac hipoteze Hp : p = 0 wzgledem H, : > 0.
Decydujemy, ze Hy odrzucimy, jezeli X > 0,5, w przeciwnym przypadku
przyjmujemy Hp.

1. Bfad typu | to odrzucenie Hy jezeli Hy jest prawdziwa.

x—0_ 0

5

2. Btad typu Il (u = 0,7) to odrzucenie H, jezeli H, jest prawdziwe:
Pyp Il :p=0,7)=P(x<0,5:u=0,07) =
x—0
.y
( 1/3

)= P(z < —0,6) ~ 0,27

3. Moc (p=0,7) =1-10,27=0,73
4. P(typ Il :p=1)=P(z < —1,5)=0,07
5. Moc (p=1)=1-0,07 =0,93.
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Przyktad: Chirurg przypuszcza, ze jezeli poda swoim pacjentom po
operacji witamine E to przyspieszy pomysiny zrost i powrét do zdrowia.
Chcac potwierdzi¢ swoje przypuszczenia wybiera prébe 38 pacjentéw.
Wiadomo, ze powrét do zdrowia trwa $rednio 33 dni (bez witaminy E), z
odchyleniem standardowym 5,7 dnia. Pacjenci z tej préby dostana
witamine E, a lekarze opiekujacy sie pacjentami po operacji, ktdrzy
podejmujg decyzje o zakonczeniu rekonwalescencji nie wiedzg ktérzy
pacjenci naleza do préby. X jak zwykle oznacza Sredni czas powrotu do
zdrowia pacjentéw wybranych do badania.

a) Co w tej sytuacji oznacza btad typu I?

b) Co w tej sytuacji oznacza btad typu 117

c) Przy zatozeniu, ze nowa procedura nie ma wptywu na czas powrotu do
zdrowia, jaki bedzie (przyblizony) rozktad x?

d) Jezeli x = 31,9 i nowa procedura nie ma wptywu na czas powrotu do
zdrowia, to jakie jest prawdopodobienstwo, ze grupa wyzdrowiata tak
szybko (albo jeszcze szybciej)?

e) Czy taki wynik bytby statystycznie istotny?

f) Przy takim X jakie bytyby wnioski odnosnie efektywnosci procedury?
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Ustalamy Ho : p© =33, H,: p < 33.

a) Btad typu I: wniosek, ze witamina E pomaga, kiedy w istocie nie
pomaga;

b) Btad typu Il: wniosek, ze witamina E nie pomaga, kiedy w istocie
pomaga;

c) x € N(33,5,7/V/38);

d) Jezeli Hp jest prawdziwa, to z = 31,9 — 33/0,925 = —1,19. W takip
razie p = P(z < —1,19) = 0,1172.

e) Nie. Okoto 12% wszystkich préb miatoby Srednie czasy powrotu do
zdrowia takie lub szybsze. Nawet przy alpha = 0,1 te dane nie s3
statystycznie istotne.

f) Ten eksperyment nie dostarcza mocnych statystycznych dowodéw
przeciwko Hp.
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