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(1) Zbadaj zbie»no±¢ podanych wzorami ci¡gów funkcyjnych, oraz zbie»no±¢ jedno-
stajn¡ na podanych zbiorach:

(a) fn(x) =

√
x4 +

x2

n
, (−∞,∞), (b) fn(x) =

n
√
1 + x2n, (−∞,∞),

(c) fn(x) = xn − x2n, [0, 1], (d) fn(x) = sin
(x
n

)
, [0, π],

(e) fn(x) = sinn(x), (−∞,∞), (f) fn(x) =
1

1 + x+ n
, [0,∞),

(g) fn(x) =
1

1 + (x+ n)2
, (−∞,∞), (h) fn(x) =

1

nx
, (0, 1],

(i) fn(x) =
nx

1 + nx2
, [−1, 1], (j) fn(x) =

nx

1 + n2x2
, [−1, 1],

(k) fn(x) = n sin
(x
n

)
, [−1, 1], (l) fn(x) = nx−nx2

, [−1, 1].

(2) Wyznacz zbiór, na którym zbie»ny jest podany szereg funkcyjny, oraz sprawd¹,
czy zbie»no±¢ jest jednostajna:

(a)
∞∑
n=1

1

n2
e−nx2

, (b)
∞∑
n=1

1

2n
√
1 + nx

, (c)
∞∑
n=1

cos(nx)

10n
,

(d)
∞∑
n=1

n e−nx, (e)
∞∑
n=1

1

n!xn
, (f)

∞∑
n=1

1√
n3 + x2

,

(g)
∞∑
n=1

3n xn

n2
, (h)

∞∑
n=1

2n xn, (i)
∞∑
n=1

5n xn

n
,

(j)
∞∑
n=1

n
(√

x (1− x)
)n

, (k)
∞∑
n=1

1

nx
, (l)

∞∑
n=1

sin
( x

n2

)
,

(m)
∞∑
n=1

x

x2 + n2
, (n)

∞∑
n=1

sin(nx).

(3) Udowodnij, »e nast¦puj¡ce szeregi funkcyjne s¡ jednostajnie zbie»ne na caªej pro-
stej (−∞,∞):

(a)
∞∑
n=0

sin(nx)

n!
, (b)

∞∑
n=1

cos(nx)

10n
, (c)

∞∑
n=1

(−1)n

x2 + n2
.

(4) Udowodnij, »e szereg funkcyjny
∞∑
n=1

1

2n
√
1 + nx

jest zbie»ny jednostajnie na zbiorze

[0,∞).
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(5) Udowodnij, »e szereg funkcyjny
∞∑
n=1

log(1 + nx)

nxn
jest zbie»ny punktowo, ale nie

jednostajnie na zbiorze [1,∞), oraz »e jest zbie»ny jednostajnie na zbiorze [2,∞).

(6) Znajd¹ pochodn¡ f ′ oraz caªk¦ nieoznaczon¡
∫
f(x) dx nast¦puj¡cych funkcji:

(a) f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
xn, (b) f(x) =

∞∑
n=0

1

n2 + 1
xn,

(c) f(x) =
∞∑
n=1

(n+ 1)xn, (d) f(x) =
∞∑
n=1

xn.

(7) �Zwi«� nast¦puj¡ce szeregi pot¦gowe, to znaczy znajd¹ wzór na sum¦, i okre±l
dziedzin¦ tak powstaªej funkcji:

(a)
∞∑
n=0

x2n, (b)
∞∑
n=1

nx2n, (c)
∞∑
n=1

n2 x2n,

(d)
∞∑
n=1

(−1)n nxn, (e)
∞∑
n=1

n (n+ 1)xn, (f)
∞∑
n=1

n (n+ 1) (n+ 2) xn.
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