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(1) Sprawd¹, które z podanych zbiorów s¡: ograniczone, otwarte, domkni¦te, s¡ ob-
szarami:
(i) {(x, y) ∈ R2 : x2 < y < 2x2},
(ii) {(x, y, z) ∈ R3 : xyz = 0},
(iii) {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 9}.

(2) Wyznacz i naszkicuj dziedziny naturalne funkcji:

(a) f(x, y) =
x2y√

x2 + y2 − 25
, (b) g(x, y) = log

x2 + y2 − 4

9− x2 − y2
,

(c) h(x, y, z) =
√
x+

√
y − 1 +

√
z − 2, (d) k(x, y, z) = arcsin(x2 + y2 + z2 − 2).

(3) Znajd¹ poziomice wykresów podanych funkcji, i na tej podstawie naszkicuj ich
wykresy:
(a) f(x, y) =

√
x2 + y2, (b) g(x, y) =

√
4− x2 − y2,

(c) h(x, y) = sin y, (d) p(x, y) = ex−y.

(4) zbadaj, czy podane ci¡gi s¡ zbie»ne, i znajd¹ ich ewentualne granice:

(a) (xn, yn) =
(
(−1)n, sin π

xy

)
, (b) (xn, yn, zn) =

( n2

n2 + 1
,

n
√
2, 3

)
.

(5) Oblicz, je»eli istniej¡, podane granice funkcji:

(a) lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2) sin
1

xy
, (b) lim

(x,y)→(0,0)

1− cos(x2 + y2)

(x2 + y2)2
,

(c) lim
(x,y)→(1,1)

x+ y − 2

x2 + y2 − 2
, (d) lim

(x,y)→(π,0)

sin2 x

y2
,

(e) lim
(x,y)→(0,0)

y log(x2 + y2), (f) lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2
,

(g) lim
(x,y)→(0,0)

x4 + y4

x2 + y
, (h) lim

(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2
.

(6) Znajd¹ zbiory ci¡gªo±ci podanych funkcji:

(a) f(x, y) =

{√
1− x2 − y2 dla x2 + y2 ≤ 1,

0 dla x2 + y2 ≤ 1.

(b) f(x, y) =

{
sinx dla y ≥ 0 oraz x ∈ R,
1 dla y < 0 oraz x ∈ R.

(7) Oblicz wszystkie pochodne cz¡stkowe rz¦du 1 podanych funkcji:

(a) f(x, y) = arctan
1− xy

x+ y
, (b) f(x, y, z) =

x

x2 + y2 + z2
,

(c) f(x, y) = esin
y
x , (d) f(x, y, z) = sin(x cos(y sin z)).
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(8) Korzystaj¡c z de�nicji zbada¢, czy istniej¡ pochodne cz¡stkowe rz¦du pierwszego
podanych funkcji w podanych punktach:

(a) f(x, y) =

{
x2 + y2 dla xy = 0,

1 dla xy ̸= 0,
(x0, y0) = (0, 0),

(b) f(x, y, z) = 5
√

xy(z − 1), (x0, y0, z0) = (0, 0, 1),

(c) f(x, y) =


x dla y = 0,

y2 dla x = 0,

1 w pozostaªych przypadkach,

(x0, y0) = (0, 0).

(9) Oblicz wszystkie pochodne cz¡stkowe drugiego rz¦du podanych funkcji i sprawd¹,
czy pochodne mieszane s¡ równe:
(a) f(x, y) = sin(x2 + y2), (b) f(x, y) = xexy,

(c) f(x, y, z) =
1√

x2 + y2 + z2
, (d) f(x, y, z) = log(x2 + y4 + z6 + 1).

(10) Zbadaj, czy pochodne mieszane w punkcie (0, 0) s¡ równe dla funkcji:

(a) f(x, y) =


x2y3

x2 + y2
dla (x, y) ̸= (0, 0),

0 dla (x, y) = (0, 0),

(b) f(x, y) = 3
√

x6 − 8y3.

(11) Oblicz wskazane pochodne cz¡stkowe dla podanych funkcji:

(a)
∂3f

∂x∂y2
, f(x, y) = sinxy, (b)

∂4f

∂2y∂x∂y
, f(x, y) =

x+ y

x− y
,

(c)
∂3f

∂x∂y∂z
, f(x, y, z) =

x2y3

z
, (d)

∂5f

∂x∂y2∂z2
, f(x, y, z) = exy+z.
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