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(1) Oblicz nast¦puj¡ce granice, je»eli istniej¡:

(a) lim
(x,y)→(0,0)

x2

x2 + y2
, (b) lim

(x,y)→(0,0)

2x2 + y2

x2 + y2
,

(c) lim
(x,y)→(0,0)

x3

x2 + y2
, (d) lim

(x,y)→(1,2)

xy

x2 + y2
,

(e) lim
(x,y)→(3,4)

(x− 3)(log y − log 4), (f) lim
(x,y)→(3,4)

log y − log 4

x− 3
,

(g) lim
(x,y)→(3,4)

e(x−3)2+(y−4)2 − 1

(x− 3)2 + (y − 4)2
, (h) lim

(x,y)→(0,0)
ey−x2

,

(i) lim
(x,y)→(0,0+)

ey/x
2

, (j) lim
(x,y)→(0,0+)

ey
2/x,

(k) lim
(x,y)→(0,0)

|y|≤x2

xy

x4 + y4
, (l) lim

(x,y)→(0,0)
xy log(x2 + y2),

(m) lim
(x,y)→(0,0)

x3y

x6 + y2
, (n) lim

(x,y)→(0+,0+)

sin x

y
,

(o) lim
(x,y)→(0+,0+)

xαyβ.

(2) Znajd¹ punkty ci¡gªo±ci i nieci¡gªo±ci nast¦puj¡cych funkcji:

(a) f(x, y) = sgn(x + y), (b) f(x, y) = y sgn(x),

(c) f(x, y) = [x] + [y + 0, 5], (d) f(x, y) =

{
x2 − y2 : x ≥ y,

x− y : x < y,

(e) f(x, y) =

{
exy−1

x
: x ̸= 0,

y : x = 0,
(f) f(x, y) =

{
|x|+ |y| : x2 + y2 ≤ 1,

|x| − |y| : x2 + y2 > 1,

(g) f(x, y) =

{
x2 − y : x ≥ 0,

0 : x < 0,
(h) f(x, y) =


|x| : y ≥ x2,

x : y = x2,

y : y < x2,

(i) f(x, y) =

{
x2 + y2 : |x|+ |y| ≤ 1,

0 : |x|+ |y| > 1,
(j) f(x, y) =

{
x2y2 : max{|x|, |y|} ≤ 1,

0 : max{|x|, |y|} > 1.
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(3) Dla jakich warto±ci parametru p podana funkcja jest ci¡gªa?

(a) f(x, y) =

{
sin(x2+y2)

x2+y2
: (x, y) ̸= 0,

p : (x, y) = (0, 0),
(b) f(x, y) =

{
cos(x2+y2)

x2+y2
: (x, y) ̸= 0,

p : (x, y) = (0, 0),

(c) f(x, y) =

{
sin(x2y2)
x2+y2

: (x, y) ̸= 0,

p : (x, y) = (0, 0),
(d) f(x, y) =

{
x2y2

x2+y2
: (x, y) ̸= 0,

p : (x, y) = (0, 0),

(e) f(x, y) =

{
cos(x2y2)
x2+y2

: (x, y) ̸= 0,

p : (x, y) = (0, 0),
(f) f(x, y) =

{
tan(x2y2)
x2+y2

: (x, y) ̸= 0,

p : (x, y) = (0, 0),

(4) Oblicz pochodne cz¡stkowe pierwszego rz¦du nast¦puj¡cych funkcji:

(a) f(x, y) =
x10y20

x2 + y2
, f(0, 0) = 0, (b) f(x, y) =

exy − 1

x
, f(0, y) = y,

(c) f(x, y) =
xy2

x2 + y4
, f(0, 0) = 0, (d) f(x, y) = x7y9 + xexy,

(e) f(x, y) = sin(x2 + y3), (f) f(x, y) = xyx ,

(g) f(x, y) =
xy

x2 + y2
, f(0, 0) = 0, (h) f(x, y) =

sin(xy)

x
, f(0, y) = y,

(i) f(x, y) =
cos(xy)

xy − π/2
, f(x, π/2x) = −1

(5) Oblicz gradient podanej funkcji:

(a) f(x, y) = x2 + y2, (b) f(x, y) = x2 + 3 sin y,

(c) f(x, y) = 1− x2 − 4y2, (d) f(x, y) =
√
x2 + y2,

(e) f(x, y) = x+ 2y + 3, (f) f(x, y, z) = xy2z3,

(g) f(x, y, z) = x+ 2y + 3z, (h) f(x, y) = (x2 + y2)z.

(6) Oblicz pochodn¡ kierunkow¡ funkcji w podanym punkcie i kierunku:

(a) f(x, y) = x8y4 + ex
2y w punkcie (0, 5) w kierunku (−1, 2),

(b) f(x, y) = sin2(x2y2) w punkcie (π, 1/π) w kierunku (3, 7),

(c) f(x, y) =
1

x2 + y2
w punkcie (1, 1) w kierunku (5, 12),

(d) f(x, y) = 2xy + x2y2 w punkcie (0, 5) w kierunku (1,−1),

(e) f(x, y) = x(x+ y)20 w punkcie (0, 5) w kierunku (5, 12),

(f) f(x, y) = xy+1 w punkcie (2, 2) w kierunku (1, 1),

(g) f(x, y) =
1

x
+

1

y
w punkcie (1, 2) w kierunku (3,−4),

(h) f(x, y) = sin x+ y2x w punkcie (1, 1) w kierunku (−1, 1),

(i) f(x, y) = exy + x8 w punkcie (3,−4) w kierunku (1,−1).
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