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(1) Udowodnij, »e wyra»enie

u =
x+ y

x− y
mo»e przy (x, y) → (0, 0) d¡»y¢ do dowolnej granicy (albo w ogóle nie by¢ zbie»-
nym), w zale»no±ci od tego, w jaki sposób zbiegaj¡ do 0 x i y. Podaj przykªady
takich zmienno±ci x i y, »eby u miaªo granic¦: (a) 1, (b) 2.

(2) Znajd¹ punkty nieci¡gªo±ci nast¦puj¡cych funkcji:

(a) f(x, y) =
1

sin2 πx+ sin2 πy
, (b) f(x, y) =

1

x− y
,

(c) f(x, y) =
1

sin πx
+

1

sinπy
, (d) f(x, y) =

y2 + 2x

y2 − 2x

(3) Odlegªo±¢ punktu (x, y) na pªaszczy¹nie od ustalonego punktu (x0, y0) jest funkcj¡
2 zmiennych x, y. Znajd¹ równania i naszkicuj poziomice tej funkcji dla poziomów
1,2,3,4.

(4) Znajd¹ równania poziomic i naszkicuj je, dla dla kilku poziomów z przedziaªu
[−5, 5] dla nast¦puj¡cych funkcji:

(a) f(x, y) = xy, (b) f(x, y) = x2y + x,

(c) f(x, y) = y(x2 + 1), (d) f(x, y) =
xy − 1

x2
,

(5) Znajd¹ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y) = 3x4 + xy + y3 w punkcie (1, 2) w
kierunku tworz¡cym z osi¡ OX k¡t 3/4π.

(6) Znajd¹ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y) = x3 − 3x2y + 3x2y + 1 w punkcie
(3, 1) w kierunku id¡cym od tego punktu do punktu (6, 5).

(7) Znajd¹ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y) = arctan xy w punkcie (1, 1) w kie-
runku dwusiecznej k¡ta pierwszej ¢wiartki ukªadu wspóªrz¦dnych.

(8) Znajd¹ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y) = xy2+z3−xyz w punkcie (1, , 12) w
kierunku tworz¡cym z osiami wspóªrz¦dnych OX,OY,OZ k¡ty 1/3π, 1/4π, 1/3π
odpowiednio.

(9) Znajd¹ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y) = xyz w punkcie (5, 1, 2) w kierunku
od tego punktu do punktu (9, 4, 14).

(10) Znajd¹ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y) = log(ex + ey) w pocz¡tku ukªadu
wspóªrz¦dnych w kierunku (α, β).

(11) Znajd¹ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y) = log(x + y) w punkcie (1, 2) na
paraboli y2 = 4x w kierunku tej paraboli.

(12) Znajd¹ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y) = arctan y
x
w punkcie (1/2,

√
3/2) na

okr¦gu x2 + y2 − 2x = 0 w kierunku tego okr¦gu.
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