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(1) Oblicz caªki krzywoliniowe zorientowane:

(a)
∫
γ
x dx+ y dy + z dz, gdzie γ(t) = (t2, 3t, 2t3), −1 ≤ t ≤ 2,

(b)
∫
γ
x dy − y dx, gdzie γ(t) = (cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ 2π,

(c)
∫
γ
x dx+ y dy, gdzie γ(t) = (cos πt, sin πt), 0 ≤ t ≤ 2,

(d)
∫
γ
yz dx+xz dy+xy dz, gdzie γ skªada si¦ z odcinków ª¡cz¡cych punkt (1, 0, 0)

z (0, 1, 0) i dalej z (0, 0, 1),

(e)
∫
γ
x2 dx− xy dy + dz, gdzie γ jest fragmentem paraboli (x, 0, x2) od (−1, 0, 1)

do (1, 0, 1).

(2) Oblicz caªki krzywoliniowe niezorientowane
∫
γ
f ds:

(a) f(x, y, z) = y, gdzie γ(t) = (0, 0, t), 0 ≤ t ≤ 1,

(b) f(x, y, z) = x+ y + z, gdzie γ(t) = (sin t, cos t, t), 0 ≤ t ≤ 2π,

(c) f(x, y, z) = cos z, gdzie γ(t) = (sin t, cos t, t), 0 ≤ t ≤ 2π,

(d) f(x, y, z) = x · cos z, gdzie γ(t) = (t, t2, 0), 0 ≤ t ≤ 1,

(e) f(x, y, z) = e
√
z, gdzie γ(t) = (1, 2, t2), 0 ≤ t ≤ 1,

(f) f(x, y, z) = y · z, gdzie γ(t) = (t, 3t, 2t), 1 ≤ t ≤ 3,

(g) f(x, y, z) =
x+ y

y + z
, gdzie γ(t) = (t, 2

3
t3/2, t), 1 ≤ t ≤ 2,

(h) f(x, y, z) = y − 3, gdzie γ(t) = (log t, t, 2), 1 ≤ t ≤ e, 2.

(3) Poka», »e caªka krzywoliniowa niezorientowana z funkcji f wzdªu» krzywej γ za-
danej we wspóªrz¦dnych biegunowych r = r(φ), φ0 ≤ φ ≤ φ1 jest równa∫

γ

f ds =

∫ φ1

φ0

f(r(φ) cosφ, r(φ) sinφ)
√
r(φ)2 + r′(φ)2 dφ.

Oblicz dªugo±¢ krzywej r(φ) = 1 + cosφ, 0 ≤ φ ≤ 2π.

(4) Niech f(x, y) = 2x − y i γ(t) = (t4, t4), −1 ≤ t ≤ 1. Oblicz caªk¦
∫
γ
f ds.

Zinterpretuj odpowied¹ geometrycznie. Oblicz dªugo±¢ krzywej γ. Oblicz dªugo±¢
odcinka krzywej dla −1 ≤ t ≤ t0 gdzie t0 ≤ 1.
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(5) Przewód uªo»ony jest na przeci¦ciu sfery x2+y2+z2 = 1 i pªaszczyzny x+y+z = 0.
Oblicz mas¦ przewodu, je»eli g¦sto±¢ masy w punkcie (x, y, z) wynosi (x, y, z) = x2

gramów na jednostk¦ dªugo±ci przewodu.

(6) Oblicz
∫
γ
f ds dla f(x, y, z) = z i γ(t) = (t cos t, sin t, t), 0 ≤ t ≤ t0.

(7) Pole siª F dziaªaj¡cych na obiekt ma posta¢ F (x, y, z) = (x, y, z). Oblicz prac¦
wykonan¡ przy przesuni¦ciu obiektu wzdªu» paraboli (x, x2, 0) od x = −1 do
x = 2.

(8) Niech γ b¦dzie krzyw¡ gªadk¡ w R2 lub R3.
(a) Zaªó»my, »e wektor F jest prostopadªy do wektora stycznego γ′(t) w punkcie
γ(t). Poka», »e

∫
γ
F · ds = 0

(b) Zaªó»my, »e wektor F jest wspóªliniowy z wektorem stycznym γ′(t) w punkcie
γ(t), czyli F (γ(t)) = λ(t)γ′(t), dla pewnej funkcji λ(t) > 0. Poka», »e

∫
γ
F · ds =∫

γ
∥F∥ ds, gdzie ∥F∥ jest dªugo±ci¡ wektora F .

(9) Niech T (γ(t)) oznacza jednostkowy wektor styczny do krzywej γ. Ile wynosi
∫
γ
T ·

ds?

(10) Niech F (x, y, z) = (z3 + 2xy, x2, 3xz2). Poka», »e caªka krzywoliniowa
∫
γ
F · ds

wokóª obwodu kwadratu jednostkowego jest równa 0.
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