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(1) Znajd¹ równanie pªaszczyzny stycznej powierzchni w podanym punkcie (x0, y0, z0)
i zbadaj gªadko±¢:

(a) x = 2u, y = u2 + v, z = v2, w punkcie (0, 1, 1),

(b) x = u2 − v2, y = u+ v, z = u2 + 4v, w punkcie (−1
4
, 1
2
, 2),

(c) x = u2 y = u sin ev, z = 1
3
u cos ev, w punkcie (1

3
,−2, 1).

(2) Znajd¹ wzór na wektor normalny do powierzchni:

(a) x = 3 sinφ cosψ, y = 2 sinφ sinψ, z = cosφ, dla φ ∈ [0, π] i ψ ∈ [0, 2π],

(b) x = sin v, y = u, z = cos v dla u ∈ [−1, 3] i v ∈ [0, 2π],

(c) x = (2− cos v) cos u, y = (2− cos v) sin u, z = sin v, dla u, v ∈ [−π.π].

(3) Znale¹¢ równanie pªaszczyzny stycznej do powierzchni w podanym punkcie:

(a) x = u2, y = v2, z = u2 + v2, w punkcie u = v = 1,

(b) z = 3x2 + 8xy, w punkcie x = 1, y = 0,

(c) x3 + 3xy + z2 = 2, w punkcie x = 1, y = 1
3
, z = 0.

(4) Korzystaj¡c z twierdzenia Stokesa oblicz caªki powierzchniowe∫
S

rot F · dS

(a) S jest póªsfer¡ x2 + y2 + 3z2 = 1, z ≤ 0, F = (y,−x, zx3y2),

(b) S jest póªsfer¡ x2 + y2 + z2 = 16, z ≥ 0, F = (x2 + y − 4, 3xy, 2xz + z2),

(c) S jest elipsoid¡ x2 + y2 + 2z2 = 10, F = (sin xy, ex,−yz).

(5) Korzystaj¡c z twierdzenia Stokesa oblicz caªki krzywoliniowe∫
C

F · dS

(a) C jest okr¦giem x2 + y2 + z2 = a2, x+ y + z = 0, F = (y, z, x),

(b) C jest okr¦giem x2 + y2 + z2 = a2, x+ y + z = 0, F = (−y, z, x),

(c) C jest lini¡ ±rubow¡ x = a cos θ, y = a sin θ, z = θh/2π, F = (x2 − yz, y2 −
xz, z − xy).
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(6) Korzystaj¡c z twierdzenia Gaussa oblicz caªki powierzchniowe∫
∂Ω

F · dS

(a) Ω jest kul¡ jednostkow¡, F = (x3, y3, z3),

(b) Ω jest sze±cianem [0, 1]3,
(i) F = (x, y, z),

(ii) F = (1, 1, 1),

(iii) F = (x2 + y2 + z2),

(c) F = (y, z, xz),
(i) Ω = {x2 + y2 ≤ z ≤ 1},

(ii) Ω = {x2 + y2 ≤ z ≤ 1, x ≥ 0},

(iii) Ω = {x2 + y2 ≤ z ≤ 1, x ≥ 0}.

(d) F = (x− y, y − z, z − x), Ω taka, jak w poprzednim punkcie.

(7) Poka», »e pole wektorowe F = (P,Q) = 1
x2+y2

(−y, x) okre±lone na pªaszczy¹nie

R2 bez (0, 0) speªnia ∂P
∂y

= ∂Q
∂x

ale caªka
∫
C
F · ds jest ró»na od zera, gdzie C

jest okr¦giem jednostkowym. Czy istnieje funkcja V (x, y) taka, »e ∇V = F dla
(x, y) ̸= (0, 0)?

(8) Poka», »e pole wektorowe F = (P,Q) = 1
x2+y2

(x, y) okre±lone na pªaszczy¹nie R2

bez (0, 0) speªnia ∂P
∂y

= ∂Q
∂x

i caªka
∫
C
F · ds jest równa zeru, gdzie C jest okr¦giem

jednostkowym. Czy istnieje funkcja V (x, y) taka, »e ∇V = F dla (x, y) ̸= (0, 0)?

(9) Znajd¹ funkcje V (x, y) takie, »e ∇V (x, y) jest równe:

(a) (x2, y2),

(b) 4(x2 − y2)(x,−y),

(c)
1

y2
√
x2 + y2

(xy, x2 +
√
x2 + y2),

(d) (2x cos y − y2 sinx, 2y cosx− x2 sin y),

(e)
1

(x+ y)3
(3y − x, y − 3x).
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