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Rozdziaª 10

Caªka wielokrotna

Caªka podwójna

Przedstawimy konstrukcj¦ podwójnej caªki Riemanna. Konstrukcja jest ana-
logiczna do pojedynczej caªki Riemanna funkcji jednej zmiennej. Zaªó»my,
»e f jest ograniczon¡ funkcj¡ 2 zmiennych, okre±lon¡ na prostok¡cie P ⊂ R2,
P = [a, b]× [c, d]. Niech

P =
n∪
i=1

pi

b¦dzie rozkªadem prostok¡ta P na maªe prostok¡ciki. Zakªadamy, »e prosto-
k¡ciki pi mog¡ przylega¢ do siebie, ale nie mog¡ zachodzi¢ na siebie. De�-
niujemy nast¦puj¡ce wielko±ci:

mi = inf{f(x); x ∈ pi}, Mi = sup{f(x); x ∈ pi}, 1 ≤ i ≤ n,

i podobnie

m = inf{f(x); x ∈ P}, M = sup{f(x); x ∈ P}.

Oczywi±cie, dla dowolnego i = 1, . . . , n

m ≤ mi ≤ mi ≤M.

Utwórzmy sumy, doln¡ i górn¡:

L(f, {pi}) =
n∑
i=1

mi|pi|, U(f, {pi}) =
n∑
i=1

Mi|pi|.

W powy»szym | · | oznacza pole. Podobnie jak w przypadku zwykªej caªki
Riemanna na prostej mamy

m|P| ≤ L(f, {pi}) ≤ U(f, {pi}) ≤M |P|.
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Tworzymy caªki doln¡:∫∫
P
f(x, y) dx dy = sup{L(f, {pi}); {pi} - dowolny podziaª P na prostok¡ciki}

i górn¡:∫∫
P
f(x, y) dx dy = inf{L(f, {pi}); {pi} - dowolny podziaª P na prostok¡ciki}.

Dla dowolnego podziaªu {pi} mamy oczywi±cie

L(f, {pi}) ≤
∫∫

P
f(x, y) dx dy ≤

∫∫
P
f(x, y) dx dy ≤ U(f, {pi}).

De�nicja. Je»eli caªki górna i dolna s¡ sobie równe, to mówimy, »e funkcja

f jest caªkowalna na prostok¡cie P, i wspóln¡ warto±¢ caªek dolnej i górnej

nazywamy caªk¡ podwójn¡ f , i oznaczamy:∫∫
P
f(x, y) dx dy.

Uwagi: (i) Funkcja ci¡gªa na prostok¡cie jest na nim caªkowalna. Dowód
tego wygl¡da podobnie jak w przypadku caªki pojedynczej. Mo»na powie-
dzie¢ dokªadniej: funkcja ograniczona na prostok¡cie jest na nim caªkowalna,
je»eli zbiór jej punktów nieci¡gªo±ci mo»na przykry¢ sko«czon¡ liczb¡ pro-
stok¡cików (o bokach równolegªych do osi wspóªrz¦dnych) o dowolnie ma-
ªym ª¡cznym polu. Fakt ten jest intuicyjnie oczywisty, mo»na go te» ªatwo
udowodni¢, a dowód pozostawiamy jako zadanie domowe amatorom takich
dowodów.
(ii) Wprost z de�nicji mo»na udowodni¢ nast¦puj¡ce wªasno±ci caªki:∫∫

P
(f(x, y) + g(x, y)) dx dy =

∫∫
P
f(x, y) dx dy +

∫∫
P
g(x, y) dx dy,∫∫

P
c · f(x, y) dx dy = c ·

∫∫
P
f(x, y) dx dy.

(iii) Podobnie jak w przypadku caªki pojedynczej, w praktyce nigdy nie li-
czymy caªek z de�nicji. Zawsze korzystamy z odpowiednich twierdze«. W
przypadku caªki podwójnej praktycznie zawsze caªk¦ liczymy u»ywaj¡c caªek
iterowanych, czyli sprowadzamy caªk¦ podwójn¡ do dwóch kolejno oblicza-
nych zwykªych caªek pojedynczych.
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Caªki iterowane

Mamy nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie. Je»eli f jest ci¡gªa na P = [a, b] × [c, d], to caªka podwójna

jest równa tak zwanym caªkom iterowanym:∫∫
P
f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy.

Dowód. We¹my dowolne podziaªy odcinków [a, b] i [c, d]: a = x0 < x1 <
· · · < xn = b, oraz c = y0 < y1 < · · · < yk = d. W ten sposób dostajemy
podziaª prostok¡ta P na prostok¡ciki [xi−1, xi] × [yj−1, yj]. Niech, tak jak w
de�nicji caªki

mi,j = inf{f(x, y); (x, y) ∈ [xi−1, xi]× [yj−1, yj]},
Mi,j = sup{f(x, y); (x, y) ∈ [xi−1, xi]× [yj−1, yj]}.

Dodatkowo, dla ka»dego i = 1, . . . , n wybieramy ξi ∈ [xi−1, xi], i wprowa-
dzamy oznaczenie

φ(x) =

∫ d

c

f(x, y, dy.

Rozkªadaj¡c powy»sz¡ caªk¦ na sum¦ caªek po podprzedziaªach, otrzymujemy

φ(ξi) =

∫ d

c

f(x, y, dy =
k∑
j=1

∫ yj

yj−1

f(ξi, y) dy.

Mamy te», oczywi±cie

mi,j ≤ f(ξi, y) ≤Mi,j, y ∈ [yj−1, yj],

czyli
k∑
j=1

mi,j(yj − yj−1) ≤ φ(ξi) ≤
k∑
j=1

Mi,j(yj − yj−1).

Mno»¡c powy»sze stronami przez (xi − xi−1) i sumuj¡c po i = 1, . . . , n,
otrzymujemy

n∑
i=1

k∑
j=1

mi,j(xi − xi−1)(yj − yj−1) ≤

≤
n∑
i=1

φ(ξi)(xi − xi−1) ≤
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≤
n∑
i=1

k∑
j=1

Mi,j(xi − xi−1)(yj − yj−1).

Je»eli b¦dziemy teraz zag¦szcza¢ podziaªy a = x0 < x1 < · · · < xn = b, oraz
c = y0 < y1 < · · · < yk = d w ten sposób, »e max{(xi−xi−1), (yj−yj−1 : i, j}
d¡»y do 0, to skrajne sumy b¦d¡ d¡»yªy do caªki podwójnej, natomiast suma
w ±rodku b¦dzie d¡»yªa do caªki∫ b

a

φ(x) dx =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy dx.

Powy»sze obserwacje mo»na uzasadni¢ podobnie jak w przypadku caªki po-
jedynczej, intuicyjnie s¡ jasne. Pokazali±my, »e caªka podwójna jest równa
caªce iterowanej wzi¦tej w kolejno±ci �najpierw po y, potem po x�. Podobnie
pokazujemy równo±¢ dla caªki iterowanej obliczonej w odwrotnej kolejno-
±ci.

Przypomnijmy, »e caªk¦ podwójn¡ zde�niowali±my po prostok¡cie [a, b]×
[c, d]. Obecnie uogólnimy caªk¦ podwójn¡ na dowolne zbiory ograniczone w
R2. We¹my dowolny taki zbiór ograniczony R ⊂ R2. Niech P b¦dzie prosto-
k¡tem zawieraj¡cym R. Maj¡c funkcj¦ f , ograniczon¡ na R rozszerzamy j¡
do funkcji f̃ , okre±lonej i ograniczonej na P:

f̃(x, y) =

{
f(x, y) : (x, y) ∈ R,

0 : (x, y) /∈ R.

Mówimy, »e f jest caªkowalna na R, je»eli f̃ jest caªkowalna na P, i w takim
przypadku caªk¦ po R de�niujemy jako∫∫

R
f(x, y) dx dy =

∫∫
P
f̃(x, y) dx dy.

Uwaga: (i) Zauwa»my, »e powy»sza de�nicja nie zale»y od konkretnego pro-
stok¡ta P zawieraj¡cego R.
(ii) Caªkowalo±¢ f̃ na P zale»y od tego, jak du»y jest zbiór punktów nieci¡-
gªo±ci f̃ . Podzielmy P na 3 podzbiory: wn¦trze R, czyli najwi¦kszy zbiór
otwarty zawarty w R, brzeg R, czyli ró»nic¦ mi¦dzy domkni¦ciem R i jego
wn¦trzem, oraz caª¡ reszt¦. Zauwa»my, »e na wn¦trzu R zbiór punktów nie-
ci¡gªo±ci f̃ jest taki sam, jak zbiór punktów nieci¡gªo±ci wyj±ciowej funkcji
f . Poza domkni¦ciem R, czyli na trzecim podzbiorze P funkcja f̃ jest stale
równa 0, wi¦c jest ci¡gªa automatycznie. Natomiast na brzegu mo»e by¢
ró»nie, w zale»no±ci od zachowania si¦ konkretnej funkcji f w jego pobli»u.
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Dlatego wygodnie b¦dzie ograniczy¢ si¦ do takich zbiorów R, których brzeg
jest, w sensie caªkowalno±ci, zaniedbywalny. St¡d poni»sza de�nicja. Przy-
pomnijmy, »e obszar to zbiór otwarty spójny, czyli taki, którego nie da si¦
rozªo»y¢ na rozª¡czne, otwarte podzbiory (intuicyjnie, jest jednym kawaª-
kiem).

De�nicja. Obszar ograniczony R ∈ R2 nazywa si¦ regularnym, je»eli jego

brzeg mo»na podzieli¢ na sko«czon¡ ilo±¢ krzywych postaci y = f(x) lub x =
f(y), dla pewnych ci¡gªych f .

Uwaga: Mo»na ªatwo zauwa»y¢, »e wykres funkcji ci¡gªej mo»na pokry¢
sko«czon¡ ilo±ci¡ prostok¡tów o dowolnie maªym ª¡cznym polu.

Wniosek. Funkcja f , ci¡gªa i ograniczona na obszarze regularnym R jest na

nim caªkowalna.

Dowód. Funkcja f̃ jest ci¡gªa na wn¦trzu R, oraz poza domkni¦ciem R,
a w pozostaªych punktach, czyli na brzegu R, jej ci¡gªo±¢ nie wpªywa na
caªkowalno±¢.

Zróbmy jeszcze jedn¡ obserwacj¦, która b¦dzie si¦ przydawaªa.

Fakt. Je»eli D = D1 ∪ D2, gdzie suma jest rozª¡czna i wszystkie zbiory s¡

obszarami regularnymi, to∫∫
D
f(x, y) dx dy =

∫∫
D1

f(x, y) dx dy +

∫∫
D2

f(x, y) dx dy.

Powy»sze nale»y rozumie¢ tak, »e je»eli caªki po jednej stronie istniej¡, to

istniej¡ tak»e caªki po drugiej stronie i zachodzi równo±¢.

Obszary po których b¦dziemy caªkowa¢ najcz¦±ciej b¦d¡ tak zwanymi
obszarami normalnymi (to jest szczególnie prosty przykªad obszarów regu-
larnych).

De�nicja. Obszar D nazywa si¦ normalnym wzgl¦dem osi OX, je»eli jest

postaci

D = {(x, y) : x ∈ [a, b], φ(x) ≤ y ≤ ψ(x), φ, ψ ci¡gªe na [a, b]}. (10.1)

Podobnie de�niujemy obszar normalny wzgl¦dem osi OY .

Zauwa»my, »e obszar normalny wzgl¦dem którejkolwiek osi jest regularny:
jego brzeg mo»na podzieli¢ na 4 wykresy. W przypadku obszaru normalnego
wzgl¦dem osi OX, danego przez (10.1) te wykresy to y = φ(x), x ∈ [a, b],
y = ψ(x), x ∈ [a, b], x = a, y ∈ [φ(a), ψ(a)] i x = b, y ∈ [φ(b), ψ(b)].
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a b X

Y ψ

φ

D
c

d

X

Y

ψφ

D

Rysunek 10.1: Obszary normalne wzgl¦dem osi OX i OY

Fakt. Je»eli obszar D jest normalny wzgl¦dem osi OX, ma posta¢ (10.1), a
f jest ograniczona i ci¡gªa na D to∫∫

D
f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ ψ(x)

φ(x)

f(x, y) dy

)
dx.

Podobnie, je»eli D jest normalny wzgl¦dem osi OY i ma posta¢ D = {(x, y);φ(y) ≤
x ≤ ψ(y), y ∈ [c, d]}, to∫∫

D
f(x, y) dx dy =

∫ d

c

(∫ ψ(y)

φ(y)

f(x, y) dx

)
dy.

Przykªad: Niech obszar T b¦dzie ograniczony osiami wspóªrz¦dnych i prost¡
x + 2y = 2, a funkcja f dana b¦dzie wzorem f(x, y) = 5x2 − 2xy. Jest to
obszar normalny wzgl¦dem osi OX, z funkcjami φ(x) = 0, ψ(x) = −x/2+1,
wi¦c ∫∫

T
(5x2 − 2xy) dx dy =

∫ 2

0

(∫ 1−x/2

0

(
5x2 − 2xy

)
dy

)
dy

=

∫ 2

0

(
5x2y − xy2

)∣∣1−x/2
0

dx

=

∫ 2

0

(
5x2

(
1− x

2

)
− x

(
1− x

2

)2)
dx

=

∫ 2

0

(
− 11

4
x3 + 6x2 − x

)
dx

=
(
− 11

16
x4 + 2x3 − x2

2

)∣∣∣2
0
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1

1 2

T

x+ 2y = 2

X

Y

Rysunek 10.2: Obszar T z Przykªadu

= −11 + 16− 2

= 3.

Interpretacja geometryczna

Dokªadnie tak, jak caªka pojedyncza reprezentuje pole obszaru pod wykresem
dodatniej funkcji, caªka podwójna reprezentuje obj¦to±¢ bryªy pod wykresem
dodatniej funkcji 2 zmiennych. Wynika to wprost z de�nicji, obj¦to±¢ jest
jedyn¡ liczb¡ le»¡c¡ pomi¦dzy wszystkimi sumami dolnymi i wszystkimi gór-
nymi, a wi¦c le»¡c¡ pomi¦dzy caªk¡ doln¡ i górn¡. Je»eli funkcja (dodatnia)
jest caªkowalna na jakim± obszarze, to dokªadnie znaczy, »e obj¦to±¢ bryªy
pod wykresem ma sens (nie wszystkie podzbiory R3 s¡ �mierzalne�), i jest
równa caªce. Mo»emy to sformuªowa¢ troch¦ ogólniej: je»eli V jest bryª¡
dan¡ przez

V = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ D, φ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)},

gdzie obszar D jest regularny, a φ i ψ ci¡gªe, to obj¦to±¢ bryªy V dana jest
wzorem

|V | =
∫∫

D

(
ψ(x, y)− φ(x, y)

)
dx dy.

Przykªady: (i) Obliczymy obj¦to±¢ elipsoidy{
(x, y, z) :

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, a, b, c > 0

}
.

Zauwa»my, »e jedyne mo»liwe (x, y) które mog¡ �wchodzi¢ w skªad� elipsoidy

speªniaj¡ x2

a2
+ y2

b2
≤ 1, i dla takich (x, y) pasuj¡ce z wyznaczone s¡ nierów-
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D

wykres ψ

wykres φ

Rysunek 10.3: Obj¦to±¢ bryªy mi¦dzy wykresami φ i ψ

no±ciami:

−c
√
1− x2

a2
− y2

b2
≤ z ≤ c

√
1− x2

a2
− y2

b2
.

Elipsoida jest wi¦c bryªa pomi¦dzy dwoma wykresami, gdzie D = {(x, y) :
x2

a2
+ y2

b2
≤ 1}, oraz

φ(x, y) = −c
√

1− x2

a2
− y2

b2
, ψ(x, y) = c

√
1− x2

a2
− y2

b2
.

Mamy wi¦c:

|V | =
∫∫

D

(
c

√
1− x2

a2
− y2

b2
−
(
− c

√
1− x2

a2
− y2

b2

))
dx dy

= 2c

∫∫
D

√
1− x2

a2
− y2

b2
dx dy.

D jest obszarem normalnym wzgl¦dem osi OX, wi¦c liczymy caªk¦. Dla
uªatwienia wprowad¹my oznaczenie:

Φ(x) = b

√
1− x2

a2
.

17



Mamy wi¦c:

−b

b

−a a

D

X

Y

b
√
1− x2

a2

−b
√

1− x2

a2

Rysunek 10.4: Obszar D z Przykªadu (i)

|V | = 2c

∫ a

−a

(∫ Φ(x)

−Φ(x)

√
1− x2

a2
− y2

b2
dy

)
dx

= 2c

∫ a

−a

(∫ Φ(x)

−Φ(x)

√
Φ(x)2

b2
− y2

b2
dy

)
dx

=
2c

b

∫ a

−a

(∫ Φ(x)

−Φ(x)

Φ(x)

√
1−

( y

Φ(x)

)2

dy

)
dx

=

{ y
Φ(x)

= t

dy = Φ(x)dt

}
=

2c

b

∫ a

−a
Φ2(x)

(∫ 1

−1

√
1− t2 dt

)
dx

=
2c

b

∫ a

−a
b2
(
1− x2

a2

) π
2
dx

= a b c π

∫ a

−a

(
1− x2

a2

) dx
a

=

{
x
a
= s

dx
a
= ds

}

= a b c π

∫ 1

−1

(1− s2) ds

18



= a b c π
(
x− x3

3

)∣∣∣1
−1

=
4

3
π a b c.

(ii) Znajdziemy obj¦to±¢ bryªy ograniczonej od góry paraboloid¡ z = 4−x2−
y2 i od doªu przez pªaszczyzn¦ OXY . Najpierw musimy wyznaczy¢ obszar
D po którym b¦dziemy liczyli caªk¦. Zauwa»my, »e paraboloida le»y powy»ej
pªaszczyzny OXY dla punktów (x, y) ∈ R2 speªniaj¡cych x2 + y2 ≤ 4, czyli
powy»ej koªa o ±rodku w (0, 0) i o promieniu 2. Mamy wi¦c nasz obszar
D = {(x, y) :

√
x2 + y2 ≤ 2}, i obie funkcje, których wykresy ograniczaj¡

bryª¦:
φ(x, y) = 0, ψ(x, y) = 4− x2 − y2.

Obszar D jest normalny na pªaszczy¹nie wzgl¦dem osi OX, mamy

D = {(x, y) ∈ R2 : −2 ≤ x ≤ 2, −
√
4− x2 ≤ y ≤

√
4− x2}.

W takim razie

X

Y

Z

Rysunek 10.5: Bryªa z Przykªadu (ii)

|V | =
∫∫

D
(4− x2 − y2) dy dx
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=

∫ 2

−2

(∫ √
4−x2

−
√
4−x2

(4− x2 − y2) dy

)
dx

=

∫ 2

−2

(
(4− x2) · 2 ·

√
4− x2 − y3

3

∣∣∣√4−x2

−
√
4−x2

dx

=
4

3

∫ 2

2

(4− x2)3/2 dx

=
64

3

∫ 1

1

(1− t2)3/2 dt.

W ostatniej linijce zrobili±my proste podstawienie t = x/2. Ostatnia caªka
to zwykªa, prosta caªka pojedyncza, ale policzmy j¡ �dla sportu�. Narzuca
si¦ podstawienie t = sinφ, −π/2 ≤ φ ≤ π/2, wtedy dt = cosφdφ, wi¦c∫ 1

1

(1− t2)3/2 dt =

∫ π/2

−π/2
cos4 φdφ

=

∫ π/2

−π/2

(cos 2φ+ 1

2

)2

dφ

=
1

8

∫ π/2

−π/2
(cos2 2φ+ 2 cos 2φ+ 1) 2 dφ

=
1

8

∫ π

−π
(cos2 φ+ 2 cosφ+ 1) dφ

=
1

8

∫ π

−π

cos 2φ+ 1

2
dφ+

π

4

=
1

16

∫ π

−π
(cos 2φ+ 1) dφ+

π

4

=
π

8
+
π

4

=
3π

8
.

Po drodze opu±cili±my kilka caªek z cosinusa po okresie, wiedz¡c, »e te caªki
s¡ zerami. Ostatecznie,

|V | = 64

3

3π

8
= 8 π.

Pole pªata powierzchniowego

Niech D ⊂ R2 b¦dzie obszarem regularnym, ograniczonym jedn¡ krzyw¡
zamkni¦t¡, kawaªkami gªadk¡. Oznacza to, »e obszar �nie zawiera dziur�, a
jego brzeg mo»na rozªo»y¢ na wykresy funkcji ró»niczkowalnych, o ci¡gªych
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D
D

K

K1

K2

Rysunek 10.6: Obszar ograniczony 1 krzyw¡ zamkni¦t¡ i obszar �z dziur¡�

pochodnych (�gªadkich�). Niech f b¦dzie funkcj¡ klasy C1 na D (to znaczy
ma pochodne cz¡stkowe 1 rz¦du i s¡ one ci¡gªe) i niech pochodne cz¡stkowe
maj¡ sko«czone granice w punktach brzegu K obszaru D. Powierzchni¦

S = {(x, y, f(x, y)) : (x, y) ∈ D} ⊂ R3

nazywamy gªadkim pªatem powierzchniowym. Obszar D czasem nazywamy

D

S

X

Y

Z

Rysunek 10.7: Gªadki pªat powierzchniowy
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obszarem parametryzacji pªata, a funkcj¦ (x, y) 7→ (x, y, f(x, y)) jego pa-
rametryzacj¡. Tak zde�niowany gªadki pªat powierzchniowy jest wi¦c po
prostu wykresem gªadkiej funkcji 2 zmiennych. Wyprowadzimy wzór na
pole powierzchni pªata S. Niech D ⊂ P, gdzie P jest prostok¡tem, oraz
niech p1, . . . , pn b¦dzie podziaªem P na prostok¡ciki. W ka»dym pi wybie-
ramy punkt (ξi, ηj) ∈ pi. Równanie pªaszczyzny stycznej do S w punkcie
(ξi, ηi, f(ξi, ηi)) ma posta¢

z − f(ξi, ηi) = fx(ξi, ηi)(x− ξi) + fy(ξi, ηi)(y − ηi). (10.2)

Niech σi b¦dzie fragmentem tej pªaszczyzny (równolegªobokiem), le»¡cym
nad prostok¡cikiem pi. Pole tego równolegªoboku jest w przybli»eniu równe
polu fragmentu pªata si le»¡cego nad pi, i to przybli»enie jest tym dokªad-
niejsze, im drobniejszy jest podziaª: |σi| ≈ |si|. Nietrudno zauwa»y¢, »e pole
|σi| jest zwi¡zane z polem |pi| przez cosinus k¡ta γi nachylenia pªaszczyzny
stycznej do pªaszczyzny OXY :

|pi| = |σi| · cos γi.

K¡t pomi¦dzy pªaszczyznami to k¡t pomi¦dzy wektorami normalnymi do
nich. Jednostkowy wektor normalny do pªaszczyzny OXY to (0, 0, 1), a wek-
tor normalny do naszej pªaszczyzny (10.2) to (−fx,−fy, 1), a po normalizacji

1√
f2x+f

2
y+1

(−fx,−fy, 1). Iloczyn skalarny tych wektorów, czyli wªa±nie cosinus

k¡ta mi¦dzy nimi to 1√
f2x+f

2
y+1

. Mamy wi¦c

|σi| =
√
fx(ξi, ηi)2 + fy(ξi, ηi)2 + 1 |pi|.

Mamy wi¦c
n∑
i=1

|σi| =
n∑
i=1

√
fx(ξi, ηi)2 + fy(ξi, ηi)2 + 1 |pi|.

Lewa strona jest coraz dokªadniejszym przybli»eniem pola pªata S, a prawa
strona coraz dokªadniejszym przybli»eniem caªki∫∫

D

√
fx(x, y)2 + fy(x, y)2 + 1 dx dy.

Powy»sza caªka jest wi¦c równa polu pªata.
Przykªad: Obliczymy pole cz¦±ci póªsfery

z =
√
R2 − x2 − y2

le»¡cej poza cylindrami

x2 + y2 = Rx, x2 + y2 = −Rx.
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Rozdziaª 11

Caªka krzywoliniowa

Tu b¦dzie 11 rozdziaª
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