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Rozdzial 10

Calka wielokrotna

Catka podwéjna

Przedstawimy konstrukcje podwdjnej catki Riemanna. Konstrukeja jest ana-
logiczna do pojedynczej catki Riemanna funkcji jednej zmiennej. Zalozmy,
ze f jest ograniczong funkcja 2 zmiennych, okreslong na prostokacie P C R?,

P = [a,b] X [c,d]. Niech
P= Upi
i=1

bedzie rozktadem prostokata P na mate prostokaciki. Zaktadamy, ze prosto-
kaciki p; moga przylega¢ do siebie, ale nie moga zachodzi¢ na siebie. Defi-
niujemy nastepujace wielkosci:

= inf{f(z); = € p;}, M; = sup{f(x); = € p;}, 1<i<n,

i podobnie
= inf{f(z); = € P}, M = sup{f(z); =z € P}.
Oczywiscie, dla dowolnego 2 =1,...,n
m < m; <m; < M.

Utworzmy sumy, dolna i gorna:
L(f.{pi}) Zmz|pz U(f:{pi}) ZM |pil-

W powyzszym | - | oznacza pole. Podobnie jak w przypadku zwyklej catki
Riemanna na prostej mamy

m|P| < L(f,{p:}) S U(f{pi}) < M[P].
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Tworzymy calki dolna:

//f(:c, y) dx dy = sup{L(f,{p:}); {p:} - dowolny podzial P na prostokaciki}
JJe
1 gorna:

//f(x, y) dx dy = inf{L(f,{p:}); {p:} - dowolny podzial P na prostokaciki}.
P

Dla dowolnego podziatu {p;} mamy oczywiscie

L(f {pi}) < ﬁ f(z,y) dudy < /_/Pf(x,y) dwdy < U(f, {p:}).

Definicja. Jezeli catki gorna @ dolna sq sobie rowne, to mowimy, zZe funkcja
f jest catkowalna na prostokgcie P, 1 wspdlng wartosé catek dolnej i gornej
nazywamy catkqg podwding f, i oznaczamy:

//Pf(a:,y) dx dy.

Uwagi: (i) Funkcja ciagta na prostokacie jest na nim catkowalna. Dowdd
tego wyglada podobnie jak w przypadku catki pojedynczej. Mozna powie-
dzie¢ doktadniej: funkcja ograniczona na prostokacie jest na nim catkowalna,
jezeli zbioér jej punktow nieciaglosci mozna przykryé skonczona liczbg pro-
stokacikow (o bokach réwnolegltych do osi wspolrzednych) o dowolnie ma-
lym tacznym polu. Fakt ten jest intuicyjnie oczywisty, mozna go tez tatwo
udowodni¢, a dowdd pozostawiamy jako zadanie domowe amatorom takich
dowodow.

(ii) Wprost z definicji mozna udowodni¢ nastepujace wlasnosci catki:

//P(f(x,y)-i-g(x,y»dxdy—//Pf(x,y)dxdy—i-//Pg(x,y)dxdy,
[[es@wasay=c- [[ 100 aray

(iii) Podobnie jak w przypadku calki pojedynczej, w praktyce nigdy nie li-
czymy catek z definicji. Zawsze korzystamy z odpowiednich twierdzen. W
przypadku catki podwo6jnej praktycznie zawsze catke liczymy uzywajac calek
iterowanych, czyli sprowadzamy catke podwojna do dwoch kolejno oblicza-
nych zwyklych calek pojedynczych.
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Calki iterowane
Mamy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Jezeli f jest ciggta na P = [a,b] X [¢,d], to catka podwdjna
jest rowna tak zwanym catkom iterowanym:

//Pf(x,y)dxdyZ/ab(/cdf(Ly)dy) dl’:/cd(/abf(x,y)dx> dy.

Dowdd. Wezmy dowolne podziaty odcinkow [a,b] i [c,d]: a = 2 < 21 <

< xp, =borazc=1yy <y < --- <y =d. W ten sposéb dostajemy
podzial prostokata P na prostokaciki [z;_1,z;] X [y;_1,y;]. Niech, tak jak w
definicji catki

mi; = inf{f(z,y); (z,y) € [zi—1, 2] X [Z/j—l,yj]};
M; j = sup{f(z,y); (2,y) € [i—1, 2] X [yj-1,95]}-

Dodatkowo, dla kazdego i = 1,...,n wybieramy & € [z, 1,;], 1 wprowa-

dzamy oznaczenie
d
= / [z, y, dy.

Rozkladajac powyzsza catke na sume caltek po podprzedziatach, otrzymujemy

52 / fxyvdy_z ffza

Mamy tez, oczywiscie

my,j S f(éuiU) S Mi,jv Yy € [yj—byj]a

czyli
k
Zmz,j yj 1 -~ gz SZ ,j y] 1)
=1
Mnozac powyzsze stronami przez (x; — x;—1) i sumujac po i = 1,...,n,
otrzymujemy

n k
Z Z mi (2 — Tim1)(Y; — Yj-1) <
i=1 j=1
< ZSO éz Z ‘rl—l) —_
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n

< Z Z M; (v — 1) (Y5 — Y1)

=1 j=1

Jezeli bedziemy teraz zageszczac¢ podzialy a =29 <21 < --- <12, = b, oraz
c=1yo <y <-- <yp=dw tensposob, ze max{(x;—z;,_1), (y;—yj_1: 1,7}
dazy do 0, to skrajne sumy beda dazyty do catki podwo6jnej, natomiast suma
w §rodku bedzie dazyta do catki

/abw(x)dx:/ab (/cdf<w,y)dydw-

Powyzsze obserwacje mozna uzasadni¢ podobnie jak w przypadku catki po-
jedynczej, intuicyjnie sg jasne. PokazaliSémy, ze calka podwoéjna jest rowna
calce iterowanej wzietej w kolejnosci ,hajpierw po y, potem po z”. Podobnie
pokazujemy réwnos¢ dla caltki iterowanej obliczonej w odwrotnej kolejno-
Sci. O

Przypomnijmy, ze catke podwdjna zdefiniowaliémy po prostokacie [a, b] X
[c,d]. Obecnie uogdlnimy catke podwojna na dowolne zbiory ograniczone w
R2. Wezmy dowolny taki zbior ograniczony R C R?. Niech P bedzie prosto-
katem zawierajacym R. Majac funkcje f, ograniczong na R rozszerzamy ja
do funkcji f, okreslonej i ograniczonej na P:

Foo) = @y @y €R,
J(x.) { 0 :(z,y)¢R.

Moéwimy, ze f jest calkowalna na R, jezeli fjest calkowalna na P, i w takim
przypadku catke po R definiujemy jako

/ /R flay)dady = [ /P F(a,y) dody.

Uwaga: (i) Zauwazmy, ze powyzsza definicja nie zalezy od konkretnego pro-
stokata [P zawierajacego R.

(ii) Catkowalo$¢ f na P zalezy od tego, jak duzy jest zbior punktow niecig-
glosci f. Podzielmy P na 3 podzbiory: wnetrze R, czyli najwickszy zbior
otwarty zawarty w R, brzeg R, czyli roznice miedzy domknieciem R i jego
wnetrzem, oraz calg reszte. Zauwazmy, ze na wnetrzu R zbiér punktoéw nie-
ciagglosci f jest taki sam, jak zbior punktow nieciagtosci wyjsciowej funkcji
f. Poza domknieciem R, czyli na trzecim podzbiorze P funkcja f jest stale
rowna 0, wiec jest ciagla automatycznie. Natomiast na brzegu moze byé
roznie, w zaleznosci od zachowania sie konkretnej funkcji f w jego poblizu.
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Dlatego wygodnie bedzie ograniczy¢ si¢ do takich zbiorow R, ktérych brzeg
jest, w sensie catkowalnosci, zaniedbywalny. Stad ponizsza definicja. Przy-
pomnijmy, ze obszar to zbior otwarty spojny, czyli taki, ktérego nie da sie
roztozy¢ na rozlaczne, otwarte podzbiory (intuicyjnie, jest jednym kawal-
kiem).

Definicja. Obszar ograniczony R € R? nazywa sic reqularnym, jezeli jego
brzeg mozna podzielié na skoticzong ilo$é krzywych postaci y = f(x) lub x =
f(y), dla pewnych cigglych f.

Uwaga: Mozna latwo zauwazyé, ze wykres funkeji cigglej mozna pokryé
skoriczong iloscig prostokatéw o dowolnie matym tacznym polu.

Whniosek. Funkcja f, ciggta i ograniczona na obszarze reqularnym R jest na
nim catkowalna.

Dowaod. Funkcja f jest ciagla na wnetrzu R, oraz poza domknieciem R,
a w pozostalych punktach, czyli na brzegu R, jej ciagltos¢ nie wplywa na
catkowalnosc. O

Zrébmy jeszceze jedna obserwacje, ktora bedzie sie przydawala.

Fakt. Jezeli D = Dy U D, gdzie suma jest roztgczna © wszystkie zbiory sq
obszarami regularnymsi, to

//Df(x,y)d:z:dy=/D1 f(x,y)dasdy+/DQf(m,y)dxdy.

Powyzsze nalezy rozumieé tak, zZe jezeli catki po jednej stronie istniejqg, to
istniejq takze catki po drugiej stronie i zachodzi réwnosé.

Obszary po ktorych bedziemy catkowaé¢ najczeSciej beda tak zwanymi
obszarami normalnymi (to jest szczegolnie prosty przyktad obszaréw regu-
larnych).

Definicja. Obszar D nazywa sie normalnym wzgledem osi OX, jezeli jest
postaci

D={(z,y): z € la,b], () <y <Y(z), p,¥ ciggle na [a,b]}. (10.1)
Podobnie definiujemy obszar normalny wzgledem osi OY .

Zauwazmy, ze obszar normalny wzgledem ktorejkolwiek osi jest regularny:
jego brzeg mozna podzieli¢ na 4 wykresy. W przypadku obszaru normalnego
wzgledem osi OX, danego przez (10.1) te wykresy to y = ¢(x), = € [a, bl
Y= w(x)> LS [&, b]? rT=a,yc [@(a)’w(a)] ix="0, ye€ [@(b)ﬂﬁ(b)]
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Rysunek 10.1: Obszary normalne wzgledem osi OX i OY

Fakt. Jezeli obszar D jest normalny wzgledem osi OX, ma postaé (10.1), a
f jest ograniczona i ciggta na D to

fapardy= [ ([ sy dr
D a w(z)

Podobnie, jezeli D jest normalny wzgledem osi OY i ma postaé¢ D = {(x,y); p(y) <
x <Y(y), y € e, d}, to

fagydrdy= [ ([ fpyde) av
/], [ ([,

Przyktad: Niech obszar 7 bedzie ograniczony osiami wspotrzednych i prosta
T + 2y = 2, a funkcja f dana bedzie wzorem f(z,y) = 52% — 2xy. Jest to
obszar normalny wzgledem osi OX, z funkcjami p(z) = 0, ¢(z) = —z/2+1,
wiec



r+2y=2

~/

Rysunek 10.2: Obszar T z Przyktadu

=—-11+16—-2
= 3.

Interpretacja geometryczna

Doktadnie tak, jak catka pojedyncza reprezentuje pole obszaru pod wykresem
dodatniej funkcji, catka podwojna reprezentuje objetos¢ bryty pod wykresem
dodatniej funkcji 2 zmiennych. Wynika to wprost z definicji, objeto$¢ jest
jedyna liczba lezacg pomiedzy wszystkimi sumami dolnymi i wszystkimi gor-
nymi, a wiec lezaca pomiedzy catka dolna i gorna. Jezeli funkcja (dodatnia)
jest catkowalna na jakim$ obszarze, to doktadnie znaczy, ze objetos¢ bryty
pod wykresem ma sens (nie wszystkie podzbiory R? sa ,mierzalne”), i jest
rowna calce. Mozemy to sformutowaé¢ troche ogoélniej: jezeli V' jest bryla
dang przez

V={(z,y,2) €R®: (2,9) € D,p(z,y) < 2 < o(zx,y)},

gdzie obszar D jest regularny, a ¢ i ¥ ciagle, to objetosé¢ bryly V' dana jest

wzorem V- //D (¥(x,y) — oz, y)) d dy.

Przyktady: (i) Obliczymy objetos¢ elipsoidy

2 2 2
{(x,y,z) : x—+—+z—2:1, a,b,c>0}.
a c

Zauwazmy, ze jedyne mozliwe (z,y) ktore mogg ,wchodzi¢ w sktad” elipsoidy
spelniajg z—z + Z—j < 1, i dla takich (z,y) pasujace z wyznaczone sg nierow-
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wykres 1

Rysunek 10.3: Objetos¢ bryly miedzy wykresami ¢ i ¥

/ 22
——2——<Z<C 1————
a

Elipsoida jest wiec bryla pomiedzy dwoma Wykresami, gdzie D = {(z,y) :

2—5 + Z—j < 1}, oraz
./L'2 yQ
vz, y)=c\fl-— -5

nosciami:

Mamy wiec:

1————dxdy

D jest obszarem normalnym wzgledem osi OX, wiec liczymy catke. Dla
ulatwienia wprowadZzmy oznaczenie:
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Mamy wiec:

by/1- %
ak"/a )
—by/1— %
Rysunek 10.4: Obszar D z Przykladu (i)
o/ o@) P R—
Y
V|=2 l——=—Z%dy)d
vimee [ ([ V1= G- Fa)

a () d(x)? 92
:20/ (/ \/ ——dy)da:
—a —®(x) b? b?
2% [ D(x) y 2
= — d 1—(=——) dy|d

—a

¥y
(i
dy = ®(x)dt
2 a 1
- f <I>2(:U)(/ Vi— P dt) dx
—a -1
2 ‘o, 2\ T



= abcw(x— %)

=—-mwabec.

3

(ii) Znajdziemy objetos¢ bryly ograniczonej od gory paraboloidg z = 4 — % —
y? i od dotu przez plaszczyzne OXY. Najpierw musimy wyznaczy¢ obszar
D po ktérym bedziemy liczyli catke. Zauwazmy, ze paraboloida lezy powyzej
plaszczyzny OXY dla punktow (z,y) € R? spetniajacych 22 + y? < 4, czyli
powyzej kota o $rodku w (0,0) i o promieniu 2. Mamy wiec nasz obszar
D = {(z,y) : Vx2+y? < 2}, i obie funkcje, ktorych wykresy ograniczaja
bryte:
90(‘7:7y):07 ¢(%?J):4—$2—?J2-

Obszar D jest normalny na plaszczyznie wzgledem osi OX, mamy
D={(r,y) eR® : —2< <2, —Vd—12<y<Vi—2a?}

W takim razie

Rysunek 10.5: Bryta z Przykltadu (ii)

Vi [[@a=at =) ayas
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2 VA4a—z2
:/ (/ (4—x2—y2)dy>dx
-2 —V4—z?

Va—z2

_ [ (4—:[:2)-2-\/W—y—3 dx
L. ;

Vi

2

_4 (4 — 2232 dx
3 Ja

64 (1

1 — t2)3/2 dt.
5 1( )

W ostatniej linijce zrobiliSmy proste podstawienie t = /2. Ostatnia calka
to zwykta, prosta catka pojedyncza, ale policzmy ja ,dla sportu”. Narzuca
sie podstawienie t = sinp, —7/2 < ¢ < 7/2, wtedy dt = cos ¢ dyp, wiec

1 /2
/ (1—t3)32dt = / cos* pdyp
1

—m/2

/”/2 cos2¢p + 12
=
w/2 2

1 /2
:§/ (cos®2p +2cos2¢ + 1) 2dyp
—7/2

= / (cos? ¢ +2cosp + 1) dp

T cos2p+1 s
it I | -
/ 2 A

1 s
:—/ (COS2§0+1)ng—|—%

Po drodze opuscilismy kilka catek z cosinusa po okresie, wiedzac, ze te catki

sa zerami. Ostatecznie,

64 37
V= ——=8m.
V] 33 u

Pole plata powierzchniowego

Niech D C R? bedzie obszarem regularnym, ograniczonym jedna krzywg
zamknieta, kawatkami gtadka. Oznacza to, ze obszar ,nie zawiera dziur”, a
jego brzeg mozna roztozy¢ na wykresy funkcji rézniczkowalnych, o ciggtych

20



Ks

Rysunek 10.6: Obszar ograniczony 1 krzywa zamknietg i obszar .z dziurg”

pochodnych (,,gladkich”). Niech f bedzie funkcja klasy C' na D (to znaczy
ma pochodne czastkowe 1 rzedu i sg one ciagte) i niech pochodne czastkowe
maja skoriczone granice w punktach brzegu K obszaru D. Powierzchnie

S={(z.y.f(x.y) : (v.y) €D} CR’

nazywamy gladkim ptatem powierzchniowym. Obszar D czasem nazywamy

Rysunek 10.7: Gladki ptat powierzchniowy
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obszarem parametryzacji plata, a funkcje (z,y) — (z,y, f(z,y)) jego pa-
rametryzacja. Tak zdefiniowany gtadki ptat powierzchniowy jest wiec po
prostu wykresem gladkiej funkcji 2 zmiennych. Wyprowadzimy wzor na
pole powierzchni ptata S. Niech D C P, gdzie P jest prostokatem, oraz
niech py,...,p, bedzie podzialem P na prostokaciki. W kazdym p; wybie-
ramy punkt (&,7;) € p;. Rownanie plaszczyzny stycznej do S w punkcie
(&> mis f(&i,mi)) ma postaé

z— f(&mi) = fo(&mi) (@ — &) + fy (&, mi) (y — ni)- (10.2)

Niech o; bedzie fragmentem tej plaszczyzny (rownolegtobokiem), lezacym
nad prostokacikiem p;. Pole tego réwnolegtoboku jest w przyblizeniu rowne
polu fragmentu ptata s; lezacego nad p;, i to przyblizenie jest tym doktad-
niejsze, im drobniejszy jest podzial: |o;| & |s;|. Nietrudno zauwazy¢, ze pole
|o;| jest zwiazane z polem |p;| przez cosinus kata 7; nachylenia plaszczyzny
stycznej do plaszezyzny OXY':

‘pi’ = ‘O-i’ + COS ;-

Kat pomiedzy ptaszczyznami to kat pomiedzy wektorami normalnymi do
nich. Jednostkowy wektor normalny do ptaszezyzny OXY to (0,0,1), a wek-
tor normalny do naszej ptaszczyzny (10.2) to (—fy, —fy, 1), a po normalizacji
1 (_f _ , . .. .

\/m( fz, —fy, 1). Tloczyn skalarny tych wektorow, czyli wlasnie cosinus

kata miedzy nimi to \/ﬁ Mamy wiec

o3| = \/fx(§i7 n:i)% + [y (&, m:)% + 1pi|.
Mamy wiec

Y loil = D0\ Falm) + £y (& m) + L

1

Lewa strona jest coraz doktadniejszym przyblizeniem pola plata S, a prawa
strona coraz dokladniejszym przyblizeniem catki

//D \/f””($7y)2 + fy(z,9)? + Ldx dy.

Powyzsza catka jest wiec rowna polu ptata.
Przyktad: Obliczymy pole czesci polstery

5 = /RQ—xQ—yQ

lezacej poza cylindrami

z? +9* = Rz, z? +y* = —Rux.
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Rozdzial 11

Calka krzywoliniowa

Tu bedzie 11 rozdziat
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