WARSZTATY ZADANIOWE
ROK AKADEMICKI 2016/17

(ZADANIA AUTORSTWA DR WROBLEWSKIEGO)

(1) Uzupehié¢ ceche podzielnosci przez 9: Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k
jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 9.
(2) Uzupeié¢ uogolniong ceche podzielnosci przez 9: Dla dowolnej liczby naturalnej
k, liczba k przy dzieleniu przez 9 daje taka sama reszte, jaka przy dzieleniu przez

9 daje
(3) Uzupeié ceche podmelnosm przez 12: Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k
jest podzielna przez 12 wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr liczby k , a

liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry liczby & .

(4) Czy podana cecha podzielnosci przez 4 jest poprawna? Jesli nie, tona czym polega
btad i jak go naprawi¢? Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna
przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba utworzona przez trzy ostatnie cyfry liczby
k jest podzielna przez 4.

(5) W liczbie 372000000175 wpisa¢ w miejsce obu znakéow zapytania taka sama cyfre
tak, aby otrzymac liczbe podzielng przez 75. Podaé¢ wszystkie rozwigzania.

(6) W liczbie 312000000177 wpisa¢ w miejsce znakow zapytania takie cyfry (moga by¢
rozne), aby otrzymaé liczbe podzielna przez 72. Podaé wszystkie rozwiazania.

(7) Poda¢, bez wykonywania bezposrednich obliczen, trzy ostatnie cyfry liczby 23!

(8) Ktora z liczb jest wieksza

(a) 10! czy 10107

(b) 20! czy 1007

(c) 20! czy (10!)%?

(d) 100! czy (10!)10?

(e) 10! czy 6! - 717

(9) Niech n bedzie liczba naturalna. Jaka reszte daje

(a) liczba Tn+8 przy dzieleniu przez 77

(b) liczba 6n+11 przy dzieleniu przez 37

(c) liczba 10n—3 przy dzieleniu przez 107

(d) liczba 10n—23 przy dzieleniu przez 107
(e) liczba 10n—23 przy dzieleniu przez 10, jezeli n = 17
(10) Dowiesé, ze w ciagu 3, 6, 12, 15, 21, 24, 30, 33, 39, ..., w ktoérym kazdy kolejny
wyraz powstaje z poprzedniego przez dodanie sumy cyfr, nie wystepuje liczba
2008.
(11) Jakie reszty moze dawac¢ kwadrat liczby calkowitej przy dzieleniu przez:
(a) 3
(b) 4
(c) 8
(d) 5
(12) Jakie reszty moze dawac szescian liczby catkowitej przy dzieleniu przez



(13) Dowiesé, ze liczba naturalna o sumie cyfr rownej 47 nie moze by¢ ani kwadratem,
ani sze$cianem liczby caltkowite;j.

(14) Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d, dla ktorych prawdziwa jest nastepujaca
cecha podzielnosci przez d:

Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez d wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry liczby k jest podzielna
przez d.

(15) Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n? — n jest parzysta, liczba
n® — n jest podzielna przez 6, a liczba n® — n jest podzielna przez 30.
Wskazowka: n° —n = (n —2)(n — 1)n(n + 1)(n + 2)+cos.

(16) Wskazac takie liczby naturalne m, n, ze

m3nd — 911.39 . 513

(17) Ktora liczba jest wigksza, 28 - 1810 czy 6197

(18) Obliczye NWD(24!, 24%).

(19) Obliczye NWW (1212, 181%).

(20) Niech a =2%-37-5% b=26.31.55 ¢=219.33.72 Obliczy¢ NWD(a, b, ¢) oraz

NWW(a, b, c).
(21) Niech a =2%-37-6 b=20.311.45 ¢=219.33.10% Obliczy¢ NWD(a, b, c) oraz
NWW(a, b, c).
(22) Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktorych liczba n? — 1 jest pierw-
sza.
(23) Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych liczba 3p + 1 jest pierwsza.
(24) Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych liczba p® + 2 jest pierwsza.
(25) Czy istnieja liczby naturalne m, n spelniajace rownanie

6" =12"7
26) Czy istniejg liczby naturalne m, n, k speilniajgce rownanie
( y ja liczby , pelniaja,
6™ . 12" = 18%7
27) Czy istnieja liczby naturalne m, n, k spelniajace rownanie
( y ja liczby , n, k spetniaja,
18™ . 24" = 12k 7

(28) Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d o nastepujacej wlasnosci: Dla dowolnych
liczb naturalnych m, n, jezeli iloczyn mn jest podzielny przez 7, to co najmniej
jedna z liczb m, n jest podzielna przez d.

(29) To samo z liczba 24 zamiast 7.

(30) Uprosci¢ wyrazenie

1
5+2\/6+2\/6.

(31) Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nier6wnosé
1
vn?2+n—n< 3

(32) Uzupehi¢ wzory skroconego mnozenia. Kropki wystepujace po lewej stronie row-
nodci zastapi¢ pojedynczym znakiem.

(a) a®...0%=(a+b)-...
) a®...0*=(a—0b)-...
(c) a*...b* =(a+Db)-...
(d) a*...0* =(a—0b)-...



(33) Dowiesé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

Yo <t

336698
(34) Ktore z wielomianow z30—1, 23°+1, 2°—1, 25041 sa podzielne przez wielomian
(a) 2° + 1,
(b) z° —1,
(c) 2%+ 1,
(d) 2% —17

(35) Uporzadkowa¢ rosnaco nastepujace liczby:
100 100 100 100 100 100
7 ) \27)" \47)" \b57) \7v7) \9r)
(36) Rozwiaza¢ rownanie
n k
(1))

w liczbach naturalnych n > 4, k > 2.
(37) Wskazac takg liczbe x, ze dla dowolnych liczb naturalnych n i k prawdziwa jest

rownosé
n n n n n - n+2
k Nkt k+2) \k+2/)°

(38) Dowiesé, ze dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych a, b, ¢ zachodzi réwnosé

()

(39) Obliczy¢ sume

IR CRCROE I R
(o) (2 () (5)+-

(41) Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnosé
2
( n) < 4",
n

\/n—40\/ﬁ+400.

(42) Uprosci¢ wyrazenie

(43) Rozwiazaé¢ réwnanie
|z =5+ |z + 7] =12.
(44) Ktora z liczb jest wieksza
8444 16333
() 73 e Jgi !
667 17666
7

b !
(b) 3555+ 6o660 ¥ 3333
(45) Poda¢ co najmniej trzy przyktady par takich liczb wymiernych dodatnich a < b,

7e ab = bo.
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(46) Uprosci¢ wyrazenie

(32" - 22’“) . (32" + 22’“) . (32"“ n 22”1> .

(47) Niech a = v/2. Ktora z liczb jest wicksza

a® 010

a czy 107 2

(48) Uprosci¢ wyrazenia:
( ) 42+logy 7
(b) log, /52 -logs9
(c) logg 2 + logss 9
(49) Uprosci¢ podane wyrazenia podajac wynik w postaci liczby calkowitej:
(a) logg 12+ 3 - logg 18 + log 24
(b) 2-logg 12+ 4 - logg 18 + log, 24
(c) log 12+ 5 - log, 18 + 2 - logg 24
(d) 3-logg 12+ 5 - logg 18 + logg 24
(50) Czy podane liczby tworza (w podanej kolejnosci) postep arytmetyczny trojwyra-

(a) log, 1, log, 3, log,; 5

(b) log; 1, log; 4, log, 16

(c) log; 4, log; 6, log, 9

(d) log; 25, log; 10, log; 4
(51) Bez uzycia kalkulatora rozstrzygnaé, ktora liczba jest wieksza:
log, 7 czy logs 7
logg o 7 czy logy 5 7
logy 7 czy logy 3 7
logg o 7 czy log3 7
log, 0,7 czy logs 0,7
logy 20,7 czy log03 0,7
log, 0,7 czy logy 30,7
log0 50,7 czy log3 0,7

10g666 667
(v) logy 3 czy 1,6
(w) logy 45 czy 72/13



(X) 210g37 czy 7log32

(52) Dlailu trojek liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ roznych od 1 spetniona jest po-
dana rownos¢? Dla wszystkich? Dla zadnej? Dla niektorych (poda¢ 3 przyktady,
a jesli przyktadow jest mniej niz 3, poda¢ wszystkie)?

(a) log,(bc) = (log, b) + log, c
(b) loga(bc) (loga b) ’ 1Oga c
(c) log,(b + ¢) = (log, b) - log, c
(d) log,(b+ c) = (log, b) + log, c
(e) (log,b) - log, ¢ =log, ¢
(f) loga (bc) =cC- loga b
(g) log, (b°) = (log, )
(53) Dla podanych liczb a, b wskaza¢ taka liczbe ¢, ze liczby log, 37, log, 37, log, 37
tworza (w tej wlasnie koleJnoscn) postep arytmetyczny trojwyrazowy.
(a) a=64,0b=38
(b) a =4, b =38
(c)a=2,b=38
(d) a =64, b =16
(54) Obliczy¢ podajqc wynik w postaci utamka zwyklego
(a) /0, (4) 4+ /3,374(9)
(b) (0, ( )+1 (09))'127(2)
(c) (0,(037))*
(55) Dowiesé, ze podane liczby sa niewymierne
(a) V2
(b) %/n, jezeli n jest liczby naturalna niebedaca m-ta potega liczby naturalnej
(¢) V5 4+ 7
(d) V3+ V5 +V7
(( ; V2+ V3

log,, n, jezeli liczby naturalne m,n > 1 nie sg potegami tej samej liczby

naturalnej

(56) Rozstrzygnaé, czy liczba log, 3 + log, 5 jest wymierna czy niewymierna.

(57) Liczby a i b sa dodatnie i niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowa¢, ze liczba
a + b jest niewymierna?

Czy iloczyn liczby wymiernej i liczby niewymiernej jest zawsze liczba niewymierng?

Liczby a 4+ b, b+ c i ¢ + a s3 wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczby

a, b, c s3 wymierne?

(62) Liczby a+b, b+ cic+ a sa niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowac, ze liczba
a + b+ c jest niewymierna?

(63) Liczby a+ b, b+ ¢, c+did+ a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowac, ze
liczby a, b, ¢, d sa wymierne?

(64) Liczby a+b, b+c¢, c+did+e, e+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowad,
ze liczby a, b, ¢, d, e s3 wymierne?

(65) Niech n bedzie liczba naturalna. Majac do dyspozycji nawiasy, n, liczby catkowite
oraz znaki 4+, —, - : i v/ zapisac liczbe niewymierna dodatnia mniejsza od %

(66) Suma wyrazéw rosngcego postepu arytmetycznego 2007-wyrazowego o wyrazach

dodatnich jest liczba wymierna. Czy stad wynika, ze co najmniej jeden wyraz

postepu jest liczba wymierng?

)
) Dowiesé¢, ze suma liczby wymiernej i liczby niewymiernej jest liczba niewymierna.
)
)



(67) To samo pytanie dla postepu 2008-wyrazowego.

(68) Wszystkie ponizsze przyktady mozna podaé bez uzywania operacji bardziej skom-
plikowanych niz logarytmy i pierwiastki, korzystajac tylko z faktu niewymiernosci
liczb o postaci rozwazanej we wczesniejszych zadaniach. Podac¢ przyklad takiej
liczby rzeczywistej x, ze

(a) 0 < x <1 oraz liczba x jest niewymierna,

(b Vb < x < \/6 oraz liczba x jest Wymlerna

(c) liczby yc i 2° s niewymierne, ale hczba 2% jest wymierna,
(d) liczby x* i 25 sa wymierne, ale liczba x° jest niewymierna,
(e) liczba (x + 1)? jest niewymierna,

(f) liczba z jest niewymierna, ale liczba = + é jest wymierna,

)
)
)
)
)
(g) liczba 2 jest niewymierna i liczba 27 jest niewymierna,
(h) 2% + 3 jest liczba niewymierna,

(i) 2% + 3% jest liczba wymierna,

(j) logy x + logs x jest liczba niewymierna,

(k) log, = + logs « jest liczba wymierna,

(1) logy x - logs x jest liczba niewymierna,
(m) log, « - log  jest liczba wymierna,

(n) 2% + log, « jest liczba catkowita dodatnia,

(0) 2% 4 log, x jest liczba niewymierna,

(p) x —i— log, x jest liczba wymierng niecatkowita,

(q) = Jest liczba wymierng niecatkowita,
(r) V2 jest liczba niewymierna,
(s) log, (1 + x) jest liczba wymierna,
(t) log, (1 + x) jest liczba niewymierng.
(69) Funkcja jest

(a) okresowa
(b) parzysta
(c) nieparzysta
wtedy i tylko wtedy, gdy jej wykres jest niezmienniczy ze wzgledu na .............

(70) Czy funkcja f zdefiniowana podanym wzorem jest parzysta? Nieparzysta? Mono-

toniczna?

(a) f(z) =

(b) f(x) =37

(¢) f(x) =2z

(d) f(z)=22%+1

(e) f(x) =142 + 627
(f) f(z) = 142°® + 624
(8) 7(2) = 5 +2°

(71) Niech

Y

3

gdzie [.] oznacza czes¢ calkowita liczby rzeczywistej. Naszkicowaé wykres funkeji
f oraz wykresy nastepujacych funkcji

(a) fi(z) = f(22)

(b) fo(z) = f(x/2)

(¢) fs(z) =2f(x)




(®) fi(@)= 5 - £ (2)
) s =1 (o 1))
@ s =1 (e~ 1)
() fofa) = 127

) fula) = f(z) + 2

(1) fiz(x) =5f(z) + 3z

(72) Naszkicowa¢ wykres funkcji f zdefiniowanej podanym wzorem

1
o) )= 5
0 10 =2+
(@) fz)=1- 1
(© fle) =11
G)ﬂ@zl—x%Q
0 1)1
m s =1-
(i) sy =|1- L
o>ﬂm:'vwﬂ}2
09 1) = 1=

(73) Funkcja f spelia warunki
fB—x)=f(x),  f(6-2)=f(x)

dla dowolnej liczby rzeczywistej x. Dowiesé, ze funkcja f jest okresowa i parzysta.
(74) Dla kazdej z liczb i € {1,2,...,13} wskaza¢ taka liczbe j € {1,2,...,13}, ze dla
dowolnej liczby rzeczywistej

fi(fi(x)) ==.

(a) fi(z)=37T+ux
(b) fa(zx) =37T—2x
(c) fs3(z)=a—37



(d) fa(x) =3z —2
(e) fs(x) =3x—4
(f) fo(x) =3r—6
(8) fr(z) =5 +2
r 2
(h) fs(z) :g g
(i) folz) = 5 55 ;
(i) frolz) = =2+ la]
() fule) =~ 3l
) fuale) = 2+ 3l
5) 3

(m) fiafa) = 2z el
(75) Poda¢ zbior wartoéci funkcji f danej wzorem f(x) = x? na przedziale
@) [1, 4)
(b) [-2, —1)
(C) (_37 2)
(76) Podac¢ zbior wartosci funkcji f danej wzorem f(x) = |2” — 8| na przedziale
(a) (0, 1)
(b) (2, 4]
(c) <—oo, 3%]
(77) Poda¢ zbior wartosci funkcji f danej wzorem f(x) = ! — 502 na przedziale

—
8
[\
+
8
+
—_
s
8
\%
)
[\
+
8
+
N
8
s

(G) |z =1+ |z| + |z + 1] >x2+%
(79) W trapezie o wysokosci 12 ramiona maja dtugosci 15 i 20, a jedna 7z podstaw ma
dtugos¢ 50. Jaka jest dtugosé drugiej podstawy?
(80) Uporzadkowa¢ niemalejaco nastepujace liczby: sin 18°, sin 36°, sin 72°, sin 144°,
cos 18°, cos 36°, cos 72°, cos 144°.
(81) Niech 0 < a < b < ¢. Dokoniczy¢ i uzasadni¢:

8



(a) Z odcinkow o dlugosciach a, b, ¢ mozna zbudowadé trojkat wtedy i tylko wtedy,
gdy ...

(b) Z odcinkoéw o dtugosciach a, b, ¢ mozna zbudowa¢ trojkat prostokatny wtedy
i tylko wtedy, gdy ...

(¢) Z odcinkéw o dlugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé trojkat rozwartokatny
wtedy i tylko wtedy, gdy ...

(d) Z odcinkoéw o dlugosciach a, b, ¢ mozna zbudowac trojkat ostrokatny wtedy i
tylko wtedy, gdy ...

(e) Z odcinkow o dtugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé trojkat o jednym z katow
majacym miare 120° wtedy i tylko wtedy, gdy ...

(f) Z odcinkéow o dtugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé trojkat o jednym z katow
majacym miare 60° wtedy i tylko wtedy, gdy ...

(82) W trojkacie ABC kat przy wierzchotku A ma miare 30°, a boki AC' i BC maja
dtugosci odpowiednio v/3 oraz 1. Wyznaczy¢ dtugosé boku AB.

(83) Srodek okregu opisanego na trojkacie lezy na prostej przechodzacej przez jeden z
jego wierzchotkéw i Srodek przeciwlegtego boku wtedy 1 tylko wtedy, gdy trojkat
jest ...

(84) Majac narysowany okrag i jego srodek, skonstruowaé kat prosty przy uzyciu samej
linijki.

(85) Punkt O jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Wiadomo, ze

ZAOB = ZACB + 60° .

Wyznaczy¢ miare kata ACB .
(86) To samo pytanie, gdy O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC.
(87) Ponizsze warunki dotycza czworokata wypuklego. Polaczyé¢ je w pary warunkow
rownowaznych.
(a) w czworokat mozna wpisa¢ okrag
(b) na czworokacie mozna opisa¢ okrag
(c) czworokat jest rownolegltobokiem
(d) czworokat jest rombem
(e) czworokat jest prostokatem
(f) sumy miar przeciwlegtych katow sa réwne
(g) sumy dlugosci przeciwleglych bokow sa réwne
(h) sumy kwadratow dlugosci przeciwlegtych bokoéw sa réwne
(i) przekatne sa rownej diugosci i dziela sie na potowy
(j) przekatne sa prostopadle i dziela sie na potowy
(k) przekatne sa prostopadle
(1) przekatne dziela sie na potowy
(88) Czy istnieje czworokat, ktorego boki maja dtugosci (w podanej kolejnosci)
(a) 1, 3, 10, 15
(b) 2, 4, 10, 15
(c) 3,27, 10, 15
(d) 4, 30, 10, 15
(89) Wyznaczy¢ polozenie punktow stycznosci okregu wpisanego w trojkat o bokach 3,
4, 5 do bokow tego trojkata.
(90) Trzy kolejne boki wielokata opisanego na okregu maja dtugosci a, b, ¢ (z zachowa-
niem kolejnosci). Jaki warunek musza spekliaé¢ a, b, ¢, aby byto to mozliwe?
(91) Na okregu opisano pieciokat o bokach 3, 4, 5, 6, 7 (w te]j kolejnosci). Wyznaczyé
potozenie punktéw stycznosci okregu do bokéw pieciokata.
9



(92) Pie¢ kolejnych bokow wielokata opisanego na okregu ma dlugosci a, b, ¢, d, e
(z zachowaniem kolejnosci). Wykazaé, ze wowczas

b+d<a+c+e.

(93) Wykazaé, ze dla szesciokata o bokach a, b, ¢, d, e, f (z zachowaniem kolejnosci)
réwnosé
at+ct+e=b+d+ f
jest warunkiem (koniecznym/dostatecznym) (niepotrzebne skredli¢) na to, aby w
szesciokat mozna bylo wpisa¢ okrag. Pokazac¢ na przyktadzie, ze nie jest to waru-
nek (konieczny/dostateczny).
(94) Poda¢ 4 przyklady parami niepodobnych trojkatow réownoramiennych, z ktorych
kazdy mozna podzieli¢ na dwa trojkaty rownoramienne.
(95) Dla ktorych liczb naturalnych n > 3 ponizsze zdanie jest prawdziwe
(a) Dowolny n-kat wpisany w okrag i majacy wszystkie boki rownej dtugosci jest
foremny.
(b) Dowolny n-kat wpisany w okrag i majacy wszystkie katy rownej miary jest
foremny.
(c¢) Dowolny n-kat opisany na okregu i majacy wszystkie boki rownej diugosci
jest foremny.
(d) Dowolny n-kat opisany na okregu i majacy wszystkie katy rownej miary jest
foremny.
(96) Na plaszczyznie dany jest trojkat ABC. Tle co najwyzej moze istnieé¢ takich punk-
tow D roznych od C', ze proste AB i C'D sa prostopadte, a przy tym

LACB =ZLADB?

(97) Dla ktorej liczby naturalnej n w dowolnym n-kacie wypuktym liczba przekatnych
jest k razy wieksza od liczby bokow, jezeli

(a) k=2
(b) k=3
(c) k=5
(d) k=10

(98) Dla ktorych liczb naturalnych n istnieje n-kat wypukty, ktorego kazdy kat we-
wnetrzny ma miare 60° lub 160°7
(99) Dziewieciokat A;AsA;z ... Ag jest foremny. Wyznaczy¢ miary katow trojkata
(a) AjA3A;
(b) AyA3As
(C) A3A4A5
(100) Dany jest dwunastokat foremny A; A2 Az ... Ao, Dla podanych dwoch przekatnych
wskazac trzecia przekatna przechodzaca przez ich punkt przeciecia.
(a) A1A7, A3A9
(b) A1A5, AQAg
(C) A1A57 A3A7
(d) A1Ag, AsAg
(101) Dany jest jedenastokat foremny A;AsAjs...A;. Polaczyé podane czworokaty w
pary czworokatow przystajacych
(a) A1A2A4A9
(b) A1A3A7A11
(C) A1 Ay A AL
(d) A1A6A9A10
10



(102) Dany jest 13-kat foremny A;AsAs ... Aj3. Dla podanych i, j wskaza¢ taka liczbe
k, ze trojkat A;A; Ay jest trojkatem rownoramiennym ostrokatnym

(a) i=1,j=2
(b)i=1,j=5
() i=1,7=06
@) i=15=1

(103) Ktory punkt wewnatrz trojkata rownobocznego ma najmniejsza sume odleglosci
od jego bokow?

(104) Ktory punkt wewnatrz trojkata rownobocznego ma najmniejsza sume odleglosci
od jego wierzchotkow?

(105) Ktory punkt wewnatrz kwadratu ma najmniejsza sume odlegtosci od jego bokow?

(106) Ktory punkt wewnatrz kwadratu ma najmniejsza sume odlegtosci od jego wierz-
chotkow?

(107) W wierzchotkach kwadratu o boku 1 km znajduja sie 4 domy. Czy mozna zbudowaé
sie¢ drog o tacznej dtugosci mniejszej od 2v/2 km, umozliwiajaca dojscie z kazdego
domu do kazdego innego?

(108) Obliczy¢ pole szesciokata formenego o boku 1.

(109) Obliczy¢ pole dwunastokata formenego o boku 1.

(110) W 101-kacie foremnym pomalowano na czerwono dowolne 52 wierzchotki. Dowies¢,
ze istnieje trojkat rownoramienny, ktorego wszystkie wierzchotki sg czerwone.
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