
ANALIZA MATEMATYCZNA

LISTA ZADA� 2

16.10.2017

(1) Znajd¹ pot¦gi naturalne liczby i, czyli wyznacz liczby zespolone postaci in dla
wszystkich liczb naturalnych n.

(2) Kiedy kwadrat liczby a+ b i jest liczb¡: a) rzeczywist¡, b) ujemn¡, c) urojon¡?
(3) Jakie musz¡ by¢ argumenty liczb zespolonych z, w, ró»nych od zera, aby a) iloczyn

zw, b) iloraz z/w byªy rzeczywiste?
(4) Udowodnij nast¦puj¡ce wªasno±ci sprz¦»enia liczb zespolonych:

(a) (z) = z,
(b) z + w = z + w,

(c) (z w) = z w,
(d) ℜ(z) = (z + z)/2, ℑ(z) = (z − z)/2 i.

(5) Znajd¹ moduªy liczb zespolonych z = −2− 3 i oraz z = 1− i.
(6) Udowodnij, »e dla dowolnych liczb z, w ∈ C mamy nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(a) |z| ≥ 0 i |z| = 0 wtedy i tylko wtedy gdy z = 0,
(b) |z w| = |z| |w|,
(c) |z + w| ≤ |z|+ |w|,
(d) |z − w| ≥ ||z| − |w||.

(7) Naszkicuj na pªaszczy¹nie zbiory liczb z ∈ C speªniaj¡cych nierówno±ci:
(a) |z| < 2, (b) |z + 3 i| < 1, (c) |z + 4− 2 i| ≤ 3.

(8) Wyznacz posta¢ trygonometryczn¡ nast¦puj¡cych liczb zespolonych:
(a) −6 + 6 i, (b) 2 i, (c) 1 + i, (d) 2

√
2 + i.

(9) Oblicz:

(a)
1 + i

1− i
, (b)

2 i

1 + i
, (c)

4− 3 i

4 + 3 i
, (d)

√
−3− 4 i,

(e) (2 + i
√
12)5, (f) (1 + cos 1

3
π + i sin 1

3
π)6, (g) (1 + i)10,

(h)
(1 + i√

2

)26

, (i)
(1 + i)n

(1− i)n−2
, n ∈ N.

(10) Znajd¹ wszystkie warto±ci pierwiastków:
(a) 4

√
1, (b) 3

√
−1, (c) 4

√
1 + i, (d) 3

√
2− 2 i,

(e) 6
√
−27, (f)

√
3 + 4 i, (g) 3

√
1, (h) 3

√
i.

Poka» ich poªo»enie na pªaszczy¹nie.
(11) Znajd¹ wszystkie pierwiastki równa«:

(a) x5 − 1024 = 0, (b) x4 − i = 0, (c) x4 + 4 = 0.
(12) Udowodnij równo±¢ |z + w|2 + |z − w|2 = 2|z|2 + 2|w|2.
(13) Niech a, b, c ∈ C b¦d¡ dowolne, a ̸= 0 i niech d ∈ C b¦dzie jednym z pierwiastków√

b2 − 4 a c. Udowodnij, »e pierwiastki równania a z2 + b z + c = 0 s¡ postaci

z =
−b± d

2 a
.
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