Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 1
3.11.17

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Niech A bedzie zbiorem ograniczonym i B = {—z : x € A} (zbior liczb o
przeciwnym znaku). Pokaz, ze sup B = —inf A

Rozwigzanie: Niech a = inf A. Z definicji inf mamy, ze
VeieArz>as o< -a=VereBz<-—qa.

—a jest wiec ograniczeniem B od géry. Pokazemy, ze jest najmniejszym ograniczeniem

od gory. Zalozmy, nie wprost, ze f < —a i f tez jest ograniczeniem B od gory. Mamy
VeeBr<f=VeeA-—-u<p=z>-0

Wrynika stad, ze —f jest ograniczeniem A od dolu, ale § < —a = —f > «, co jest

sprzeczne z zalozeniem, ze « jest najwiekszym ograniczeniem A od dotu. Takie 3 nie moze

wiec istnie¢, wiec —a jest najmniejszym ograniczeniem B od gory, czyli —a = sup B.



Pierwsza litera nazwiska @

Nazwisko i imie:

Zadanie 2. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nier6wnosé
(2n) < 4",
n
Rozwigzanie: Dowdd indukcyjny. Dla n = 1 mamy (f) = 2 < 4!, awiec prawda.
Zalozmy (2:) < 4" dla pewnego n. Wtedy
2(n+1)\  2(n+1)!
( n+1 ) (n+1D)(n+1)!
2n)!(2n+1)(2n + 2)
nl(n+ )n!(n+ 1)
2n\ (2n +1)(2n + 2)
(n) (n+1)(n+1)

z.ind. (2n+4+1) (2n+2)
R e s S

<4".2-2
= 4"t
Mamy wiec
2(n+1) o g
n+1 ’

czyli krok indukcyjny
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Zadanie 3. Oblicz wszystkie pierwiastki
V2 — 2i.
Rozwigzanie: Znajdujemy posta¢ trygonometryczng 2 — 2i:

(2 —2i) = V&( ) = VB(5 — —=1).

2 2 .
NCRRVCE V2 V2

Wiemy, ze
T 1 . Im 1
cos — = —, sin — = ———.
4 /2 4 V2
Mamy wiec
7 7
(2—21) = \/é(cosf +i sin%).

Wypisujemy wiec komplet pierwiastkow:

7 7
woz\/§<cosl—72r+isin1—72r> (\/gz\/ig)
157 . . 1bmw

wy, = ﬁ(cosﬁ +1 smﬁ>

23w . . 23w
wgz\@(cosﬁ—i-lsmE).
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Zadanie 4. Rozwiaz nier6wnosé

‘230—1

T+ 2
Rozwiazanie: Dziedzing nieréwnosci sa liczby x # —2. Tylko takie rozwazamy. Mnozac

< 2.

przez dodatni mianownik dostajemy nieréwnosé¢ rownowazna;:
2z — 1| < 2|z +2|.
Rozwazamy przypadki:
(I)x<—2:>x<%:> 20 —1|=1-2z, |[z+2|=—x—2,
1-2x < —-2x—4
1< —4.

W tym przypadku nie ma rozwiazan.

1
(I11) —2<m§§:>|2x—1|:1—2x, |z +2| =2 +2,
1 -2 <2x+4
-3 < 4x

3<
—— < .
4

W tym przypadku rozwigzaniem jest przedziat (—%, %]

(I1I) x> % =2z —-1=2z—-1, [z +2|=2+2,
2r —1 < 2x 44
-1 <4
W tym przypadku rozwigzaniem jest caly przedzial (%, 00).
Laczac rozwigzania z poszczegolnych przypadkow dostajemy przedzial (—2, co).
Inaczej: Nierownosé |2z — 1| < 2|z + 2| jest rownowazna
(22 — 1) < 4(x + 2)?
42° — 4o + 1 < 42* + 162 + 16
—15 < 20z

3<
—— <.
4
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Zadanie 5. Znajdz granice, by¢ moze niewlasciwa, ciggu

gn=t 5
In = "oan _7 -
Rozwigzanie:
1_ 5

4n—1_5 4n—1_5 2_4_nn—>_o>o

= = 7

0 7 4n 7 -z
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Zadanie 6. Znajdz granice, by¢ moze niewlasciwa, ciggu
G+ ()
a, = = - .
3 4

Rozwigzanie:
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Zadanie 7. Znajdz granice, by¢ moze niewlasciwa, ciggu

an:\/n—l—\/ﬁ—\/n—\/ﬁ.

Rozwigzanie:

(Vn+vn—vn—vn)(Vn+vn+yn-vn)

n

(Vn+vn++/n—vn)
_ ntVn—n+n
ViVt /n—/n
__ 2
v+t y/n—/n
2

\/1+\/—5+\/1—\/—5
2
H_—

=1

2



