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Kolokwium 1

3.11.17

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Niech A b¦dzie zbiorem ograniczonym i B = {−x : x ∈ A} (zbiór liczb o
przeciwnym znaku). Poka», »e supB = − inf A

Rozwi¡zanie: Niech α = inf A. Z de�nicji inf mamy, »e

∀x ∈ A x ≥ α ⇔ −x ≤ −α ⇒ ∀ x ∈ B x ≤ −α.

−α jest wi¦c ograniczeniem B od góry. Poka»emy, »e jest najmniejszym ograniczeniem
od góry. Zaªó»my, nie wprost, »e β < −α i β te» jest ograniczeniem B od góry. Mamy

∀x ∈ B x ≤ β ⇒ ∀ x ∈ A − x ≤ β ⇒ x ≥ −β.

Wynika st¡d, »e −β jest ograniczeniem A od doªu, ale β < −α ⇒ −β > α, co jest
sprzeczne z zaªo»eniem, »e α jest najwi¦kszym ograniczeniem A od doªu. Takie β nie mo»e
wi¦c istnie¢, wi¦c −α jest najmniejszym ograniczeniem B od góry, czyli −α = supB.
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Zadanie 2. Udowodnij, »e dla ka»dej liczby naturalnej n zachodzi nierówno±¢(
2n

n

)
< 4n.

Rozwi¡zanie: Dowód indukcyjny. Dla n = 1 mamy
(
2
1

)
= 2 < 41, awi¦c prawda.

Zaªó»my
(
2n
n

)
< 4n dla pewnego n. Wtedy(

2(n+ 1)

n+ 1

)
=

2(n+ 1)!

(n+ 1)!(n+ 1)!

=
(2n)!(2n+ 1)(2n+ 2)

n!(n+ 1)n!(n+ 1)

=

(
2n

n

)
(2n+ 1)(2n+ 2)

(n+ 1)(n+ 1)
z. ind.

≤ 4n
(2n+ 1)

(n+ 1)
· (2n+ 2)

(n+ 1)

< 4n · 2 · 2
= 4n+1.

Mamy wi¦c (
2(n+ 1)

n+ 1

)
< 4n+1,

czyli krok indukcyjny
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Zadanie 3. Oblicz wszystkie pierwiastki

3
√
2− 2i.

Rozwi¡zanie: Znajdujemy posta¢ trygonometryczn¡ 2− 2i:

(2− 2i) =
√
8
( 2√

8
− 2√

8
i
)
=

√
8
( 1√

2
− 1√

2
i
)
.

Wiemy, »e

cos
7π

4
=

1√
2
, sin

7π

4
= − 1√

2
.

Mamy wi¦c

(2− 2i) =
√
8
(
cos

7π

4
+ i sin

7π

4

)
.

Wypisujemy wi¦c komplet pierwiastków:

w0 =
√
2
(
cos

7π

12
+ i sin

7π

12

)
(
√
8 =

√
2
3
)

w1 =
√
2
(
cos

15π

12
+ i sin

15π

12

)
w2 =

√
2
(
cos

23π

12
+ i sin

23π

12

)
.
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Zadanie 4. Rozwi¡» nierówno±¢ ∣∣∣2x− 1

x+ 2

∣∣∣ < 2.

Rozwi¡zanie: Dziedzin¡ nierówno±ci s¡ liczby x ̸= −2. Tylko takie rozwa»amy. Mno»¡c

przez dodatni mianownik dostajemy nierówno±¢ równowa»n¡:

|2x− 1| < 2|x+ 2|.
Rozwa»amy przypadki:

(I) x < −2 ⇒ x <
1

2
⇒ |2x− 1| = 1− 2x, |x+ 2| = −x− 2,

1− 2x < −2x− 4

1 < −4.

W tym przypadku nie ma rozwi¡za«.

(II) − 2 < x ≤ 1

2
⇒ |2x− 1| = 1− 2x, |x+ 2| = x+ 2,

1− 2x < 2x+ 4

−3 < 4x

−3

4
< x.

W tym przypadku rozwi¡zaniem jest przedziaª (−3
4
, 1
2
].

(III) x >
1

2
⇒ |2x− 1| = 2x− 1, |x+ 2| = x+ 2,

2x− 1 < 2x+ 4

−1 < 4.

W tym przypadku rozwi¡zaniem jest caªy przedziaª (1
2
,∞).

�¡cz¡c rozwi¡zania z poszczególnych przypadków dostajemy przedziaª (−3
4
,∞).

Inaczej: Nierówno±¢ |2x− 1| < 2|x+ 2| jest równowa»na
(2x− 1)2 < 4(x+ 2)2

4x2 − 4x+ 1 < 4x2 + 16x+ 16

−15 < 20x

−3

4
< x.
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Zadanie 5. Znajd¹ granic¦, by¢ mo»e niewªa±ciw¡, ci¡gu

an =
4n−1 − 5

22n − 7
.

Rozwi¡zanie:

4n−1 − 5

22n − 7
=

4n−1 − 5

4n − 7
=

1
4
− 5

4n

1− 7
4n

n→∞−→ 1

4
.
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Zadanie 6. Znajd¹ granic¦, by¢ mo»e niewªa±ciw¡, ci¡gu

an =
n

√(2
3

)n

+
(3
4

)n

.

Rozwi¡zanie: (3
4

)n

<
(2
3

)n

+
(3
4

)n

< 2
(3
4

)n

3

4
<

n

√(2
3

)n

+
(3
4

)n

<
n
√
2 · 3

4
.

Wiemy, »e n
√
2 → 1, wi¦c z 3 ci¡gów

lim
n→∞

n

√(2
3

)n

+
(3
4

)n

=
3

4
.
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Zadanie 7. Znajd¹ granic¦, by¢ mo»e niewªa±ciw¡, ci¡gu

an =

√
n+

√
n−

√
n−

√
n.

Rozwi¡zanie:

an =

(√
n+

√
n−

√
n−

√
n
)(√

n+
√
n+

√
n−

√
n
)(√

n+
√
n+

√
n−

√
n
)

=
n+

√
n− n+

√
n√

n+
√
n+

√
n−

√
n

=
2
√
n√

n+
√
n+

√
n−

√
n

=
2√

1 + 1√
n
+
√

1− 1√
n

−→ 2

2
= 1.


