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(1) Niech u0(x) = χ[0, 1](x) (funkcja charakterystyczna odcinka [0, 1]. Ci¡g un zde�-
nowany jest rekurencyjnie:

un+1(x) = un(x)(un(3x) + un(3x− 2)).

Poka», »e ±rednica no±nika diam supp un = 1, chocia» miara no±nika |supp un| =
(2/3)n. Poka», »e diam supp un ∗ un = |supp un ∗ un| = 2

(2) Niech

∆x(u) = inf
x0∈R

(
∥(· − x0)u∥

∥u∥

)
,

∆ξ(u) = inf
ξ0∈R

(
∥(· − ξ0) û∥

∥û∥

)
.

Wielko±ci te s¡ miar¡ lokalizacji u i û. Pierwsza wielko±¢ jest czasem nazywana
niepewno±ci¡ pozycji a druga niepewno±ci¡ momentu. Udowodnij, »e ∆x(u)·∆ξ(u)
nie zmieni si¦, je»eli funkcj¦ u zast¡pimy funkcj¡ v, gdzie
(a) v(x) = s−1/2u(x/s) dla dowolnego s > 0,
(b) v(x) = eitxu(x) dla dowolnego t ∈ R,
(c) v(x) = u(x− p) dla dowolnego p ∈ R.

(3) Oblicz ∆x(u) i ∆ξ(u) dla u(x) = e−πx
2/2.

Wsk.:
∫
R |u(x)|

2dx = 1.
(4) Je»eli ψ ∈ L2(R) i ∆x(ψ) jest sko«czone, to ψ jest caªkowalna.

Wsk.: Zastosuj nierówno±¢ Schwarza do
∫ √

1+x2ψ(x)√
1+x2

dx.

(5) Udowodnij, »e minima w de�nicji ∆x i ∆ξ s¡ osi¡gni¦te w punktach

x0 =
1

∥u∥2

∫
R
x|u(x)|2 dx, ξ0 =

1

∥û∥2

∫
R
ξ|û(ξ)|2 dξ.

(6) U»ywaj¡c Transformaty Fouriera udowodnij, »e∫ ∞

−∞

sin3 x

x3
dx =

3π

4
.

Wsk.: Caªkowana funkcja jest iloczynem transformat znanej funkcji.
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