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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ na (0,∞) ci¡gu funkcyjnego:

fn(x) = n
(√

x+ 1
n
−
√
x
)
.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my:
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n
−
√
x
)

= n
1
n√
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n
+
√
x

=
1√
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x

n→∞−−−→ 1

2
√
x
.

fn(x) jest wi¦c zbie»ny w ka»dym punkcie do f(x) = 1
2
√
x
. Rozwa»my teraz zbie»no±¢

jednostajn¡:

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣ 1√
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n
+
√
x
− 1

2
√
x

∣∣∣.
�eby zbie»no±¢ byªa jednostajna, to to wyra»enie powinno by¢ maªe, niezale»nie od x.
We¹my x = 1

n
. Mamy ∣∣fn( 1n)− f( 1
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√
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Widzimy wi¦c, »e

ϵn = sup{fn(x)− f(x) : x ∈ (0,∞)} ≥ c ·
√
n.

Zbie»no±¢ nie jest wi¦c jednostajna, bo ϵn 9 0.
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Zadanie 2. Oblicz granic¦:

lim
n→∞

1p + 2p + · · ·+ np

np+1
, p ≥ 0.

(Wskazówka: Spróbuj zastosowa¢ twierdzenie o zbie»no±ci sum Riemanna.)

Rozwi¡zanie: Mamy:

1p + 2p + · · ·+ np

np+1
=

1

n

(( 1
n

)p

+
( 2
n

)p

+ · · ·+
(n
n

)p
)
.

Widzimy, »e jest to suma Riemanna funkcji f(x) = xp dla przedziaªu [0, 1], podziaªu
0 < 1/n < 2/n < · · · < n/n = 1 i wyboru punktów ti = xi z przedziaªu [xi−1, xi].
Korzystaj¡c z twierdzenia o zbie»no±ci sum Riemanna otrzymujemy

lim
n→∞

1p + 2p + · · ·+ np

np+1
=

∫ 1

0

xp dx =
xp+1

p+ 1

∣∣∣1
0
=

1

p+ 1
.
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Zadanie 3. Niech

In =

∫ π
2

0

sinn x dx.

Znajd¹ zwi¡zek rekurencyjny In z In−2 (n ≥ 2).

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez cz¦±ci:

In =

∫ π
2

0

sinn x dx

=

∫ π
2

0

sinn−1 x sinx dx

=

∫ π
2

0

sinn−1 x (− cosx)′ dx

= − sinn−1 x cosx
∣∣∣π2
0
+

∫ π
2

0

(n− 1) sinn−2 x cos2 x dx

= (n− 1)

∫ π
2

0

sinn−2 x (1− sin2 x) dx

= (n− 1)In−2 − (n− 1)In.

Przenosz¡c (n− 1)In na lew¡ stron¦ i dziel¡c przez n otrzymujemy

In =
n− 1

n
In−2.
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Zadanie 4. Oblicz pole �gury ograniczonej krzywymi y = e−x| sinx|, y = 0 oraz x ≥ 0.

Rozwi¡zanie: Pole to jest równe caªce niewªa±ciwej, i jest sum¡ �pagórków� (coraz mniej-
szych), wystaj¡cych nad kolejnymi przedziaªami postaci [kπ, (k + 1)π], k ∈ N. Policzmy
pole jednego takiego pagórka, a potem je wszystkie zsumujemy. Zauwa»my, »e | sinx| jest
π-okresowa:∫ (k+1)π

kπ

e−x | sinx| dx =

∫ π

0

e−(x+kπ)| sinx| dx = e−kπ

∫ π

0

e−x sinx dx.

Aby policzy¢ caªk¦, zastosujemy dwukrotnie caªkowanie przez cz¦±ci∫ π

0

e−x sinx dx =

∫ π

0

e−x(− cosx)′ dx

= − cosx e−x
∣∣∣π
0
−

∫ π

0

e−x cosx dx

= e−π + 1−
∫ π

0

e−x(sinx)′ dx

= e−π + 1− sinx e−x
∣∣∣π
0
−
∫ π

0

e−x sinx dx

= e−π + 1−
∫ π

0

e−x sinx dx.

Przenosz¡c caªk¦ z prawej strony na lew¡, i dziel¡c przez 2 otrzymujemy∫ π

0

e−x sinx dx =
1 + e−π

2
.

Ostatecznie, ∫ ∞

0

e−x | sinx| dx =
1 + e−π

2

∞∑
k=0

e−kπ =
1 + e−π

2

1

1− e−π
.
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Zadanie 5. Znajd¹ granic¦
lim
x→1

x
1

1−x .

Rozwi¡zanie: Jest to wyra»enie nieoznaczone postaci 1∞. Przeksztaªcamy je:

x
1

1−x = e
log x
1−x .

Wwykªadniku mamy wyra»enie nieoznaczone postaci 0
0
, wi¦c stosujemy reguª¦ de l'Hospitala

lim
x→1

log x

1− x
de l'H
= lim

x→1

1
x

−1
= −1.

W takim razie,
lim
x→1

x
1

1−x = elimx→1
log x
1−x = e−1.
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Zadanie 6. Znajd¹ przedziaªy wypukªo±ci oraz punkty przegi¦cia funkcji:

f(x) = log(1 + x2).

Uwaga: W powy»szym wzorze log to logarytm naturalny.

Rozwi¡zanie: Liczymy 2 pochodn¡:

f(x) = log(1 + x2)

f ′(x) =
2x

1 + x2

f ′′(x) =
2(1 + x2)− 2x(2x)

(1 + x2)2
=

2 + 2x2 − 4x2

(1 + x2)2
=

2− 2x2

(1 + x2)2
.

Mianownik jest zawsze dodatni, wi¦c o znaku decyduje licznik, i mamy: je»eli |x| ≤ 1
to funkcja jest wypukªa, je»eli |x| ≥ 1 to funkcja jest wkl¦sªa, oraz x = ±1 s¡ punktami
przegi¦cia.
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Zadanie 7. Znajd¹ warto±ci najwi¦ksze i najmniejsze podanej funkcji na podanym prze-
dziale:

f(x) = |x2 − 1|+ x, [−2, 2].

Rozwi¡zanie: Funkcja kwadratowa x2 − 1 zmienia znak w punktach ±1 które nale»¡
do interesuj¡cego nas przedziaªu. W tych punktach f nie ma pochodnej. Mamy wi¦c
nast¦puj¡ce punkty do sprawdzenia: ±2 (ko«ce przedziaªu) i ±1 (nieró»niczkowalno±¢).
Musimy ustali¢ punkty, w których f ′ si¦ zeruje. S¡ 2 przypadki:
|x| ≥ 1 ⇒ f(x) = x2 − 1 + x ⇒ f ′(x) = 2x + 1. W tym przypadku pochodna nie ma
zer.
|x| ≤ 1 ⇒ f(x) = 1−x2+x ⇒ f ′(x) = −2x+1. Mamy dokªadnie jeden punkt zerowy:
x = 1

2
.

Sprawdzamy warto±ci f we wszystkich podejrzanych punktach:

f(−2) = 3− 2 = 1, f(2) = 3 + 2 = 5,

f(−1) = −1, f(1) = 1,

f(1
2
) =

3

4
+

1

2
=

5

4
.

Warto±¢ najwi¦ksza w takim razie to 5, przyj¦ta w x = 2, a warto±¢ najmniejsza to −1,
przyj¦ta w punkcie x = −1.


