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Zadanie 1. Zbadaj zbieznos¢ jednostajng na (0, 00) ciggu funkcyjnego:

fn(:z:):n< x—l—%—ﬁ).

Rozwigzanie: Zauwazmy:
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fn(x) jest wiec zbiezny w kazdym punkcie do f(z) = 5

jednostajna:
v)| = ‘ / ‘
\/_ 2\/_

Zeby zbieznosé byta jednostajna, to to wyrazenie powinno by¢ mate, niezaleznie od z.
WeZmy x = % Mamy

. Rozwazmy teraz zbiezno$é
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Widzimy wiec, ze

€n = sup{fu(z) — f(z) : € (0,00)} > ¢~ Vn.

Zbhieznosé nie jest wiec jednostajna, bo €, - 0.
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Zadanie 2. Oblicz granice:
R o
lim ,
n—00 npt1

p>0.

(Wskazowka: Sprobuj zastosowaé twierdzenie o zbieznosci sum Riemanna.)

Rozwigzanie: Mamy:

1P 2P ... 4P 1 1\P 2\P n\P
(e
nptl n \\n n n
Widzimy, ze jest to suma Riemanna funkcji f(z) = 2P dla przedzialu [0, 1], podziatu

0 <1/n<2/n< -+ <n/n=11wyboru punktow t; = z; z przedzialu [x; 1, z;].
Korzystajac z twierdzenia o zbieznoéci sum Riemanna otrzymujemy

1P 490 4 oo P 1 P11 1
lim = / P dx = = )
n—00 nptl 0 o p+1
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Zadanie 3. Niech

s

2
In—/ sin” x dx.
0

Znajdz zwigzek rekurencyjny I, z I,,_o (n > 2).

Rozwigzanie: Catkujemy przez czesci:

™

2
In:/ sin” x dx
0

s
2

= / sin® ' 2 sinz dx
0
us

2
= / sin" 'z (— cos z)’ dx
0

T us
e 2 2 . p—
= —sin" tzcosz +/ (n —1)sin" 2z cos® z dx
0

0

s

=(n—1) /2 sin” 2z (1 — sin®x) do
0
=(n—-1)1—9—(n—1)I,.

Przenoszac (n — 1)1, na lewa strone i dzielac przez n otrzymujemy

1
L ="""7
n
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Zadanie 4. Oblicz pole figury ograniczonej krzywymi y = e *|sinz|, y = 0 oraz = > 0.

Rozwiazanie: Pole to jest rowne calce niewlasciwej, i jest suma ,pagorkow” (coraz mniej-
szych), wystajacych nad kolejnymi przedzialami postaci [k, (k + 1)7], k € N. Policzmy
pole jednego takiego pagorka, a potem je wszystkie zsumujemy. Zauwazmy, ze |sin x| jest
m-okresowa:

(k+1) w 7r
/ e ¥|sinz|dr = / e~ T sin x| dr = e*" / e “sinxdx.
k 0 0

vy

Aby policzy¢ catke, zastosujemy dwukrotnie catkowanie przez czesci

s s
/ e "sinxdr = / e *(—cosx) dx
0 0

T i
— e *cosxdx
0 0

™

= —cosze ”

=e"+1— [ e *(sinz) dx

T s
Ll - e *sinxdx
0 0

e Tsinxdz.

S—

—e¢ "+1—sinxe”

™

=e "+1-—

S—

Przenoszac catke z prawej strony na lewa, i dzielac przez 2 otrzymujemy

™ 1 —T
/ e 'sinxdr = te )
0 2

Ostatecznie,

I l+e ™ o= ;. ld+e™ 1
e *|sinz|dr = e " =
| e lsinal 3
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Zadanie 5. Znajdz granice
1

lim x7—=.
z—1

Rozwigzanie: Jest to wyrazenie nieoznaczone postaci 1°°. Przeksztalcamy je:

W wyktadniku mamy wyrazenie nieoznaczone postaci g, wiec stosujemy regute de I’Hospitala

1
. 10g$ de I'H 4. =
lim = lim & = —1.
rx—1 ]_ — rx—1 —1

W takim razie,
log = 1

limg 1 T — e

. 1
limzxt—= =¢
r—1
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Zadanie 6. Znajdz przedzialy wypuktosci oraz punkty przegiecia funkcji:

f() = log(1 + 22).
Uwaga: W powyzszym wzorze log to logarytm naturalny.
Rozwigzanie: Liczymy 2 pochodna:
f(z) =log(1 + %)

2
o= 1
ooy 21427 —20(2r) 2+ 22° — 42’ 2227
[(x) = (1 + 22)2 B (1 + 22)2 = 1+ 222

Mianownik jest zawsze dodatni, wiec o znaku decyduje licznik, i mamy: jezeli |z| < 1
to funkcja jest wypukla, jezeli |z| > 1 to funkcja jest wklesta, oraz © = +1 s punktami
przegiecia.
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Zadanie 7. Znajdz wartosci najwicksze i najmniejsze podanej funkcji na podanym prze-
dziale:

f(z) = |2* — 1| + =, [—2,2].

Rozwigzanie: Funkcja kwadratowa 22 — 1 zmienia znak w punktach £1 ktore nalezg
do interesujacego nas przedzialu. W tych punktach f nie ma pochodnej. Mamy wiec
nastepujace punkty do sprawdzenia: £2 (konce przedziatu) i £1 (nier6zniczkowalnosé).
Musimy ustali¢ punkty, w ktorych f sie zeruje. Sa 2 przypadki:

lz| >1 = f(z)=2>—-1+4+2 = f'(zv)=22+1. W tym przypadku pochodna nie ma
zer.

lz| <1 = f(z)=1—-2>+2 = f'(z) = —2x+1. Mamy dokladnie jeden punkt zerowy:

1
Sprawdzamy wartosci f we wszystkich podejrzanych punktach:

f(=2)=3-2=1, f(2)=3+2=5,
fE) =1 f) =1,

Wartos¢ najwieksza w takim razie to 5, przyjeta w z = 2, a wartos$¢ najmniejsza to —1,
przyjeta w punkcie xr = —1.



