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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Znajd¹ sum¦ szeregu pot¦gowego:
∞∑
n=1

n(n+ 1)xn−1.

Rozwi¡zanie: Widzimy, »e
∞∑
n=1

n(n+ 1)xn−1 =
∞∑
n=1

(
xn+1

)′′
.

Oznaczamy

F (x) =
∞∑
n=1

(
xn+1

)
=

∞∑
n=2

xn.

Jest to funkcja, której dziedzin¡ jest przedziaª zbie»no±ci szeregu (ªatwo zauwa»y¢, »e ten
przedziaª to (−1, 1)), ró»niczkowalna niesko«czenie wiele razy wewn¡trz tego przedziaªu
(czyli na (−1, 1)). Sumuj¡c szereg geometryczny dostajemy

F (x) =
x2

1− x
=

x(x− 1) + (x− 1) + 1

1− x
= −x− 1 +

1

1− x
,

a z drugiej strony wiemy, »e szereg zadaj¡cy F mo»na ró»niczkowa¢ wyraz za wyrazem.
Mamy wi¦c:

∞∑
n=1

n(n+ 1)xn−1 = F ′′(x)

=
(
− 1 +

1

(1− x)2

)′

=
2

(1− x)3
.
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Zadanie 2. Rozwi« w szereg Maclaurina funkcj¦:

f(x) = log
1 + x

1− x
,

i znajd¹ promie« zbie»no±ci powstaªego szeregu pot¦gowego
(Uwaga: log to logarytm naturalny.)

Rozwi¡zanie: Mamy

f(x) = log(1 + x)− log(1− x)

f ′(x) =
1

1 + x
+

1

1− x

f ′′(x) = (−1)
1

(1 + x)2
+

1

(1− x)2

f ′′′(x) = (−1)(−2)
1

(1 + x)3
+ 1 · 2 · 1

(1− x)3

...

f (n) = (−1)n−1(n− 1)!
1

(1 + x)n
+ (n− 1)!

1

(1− x)n
.

Widzimy wi¦c, »e dla n ≥ 1

f (n)(0) = (n− 1)!(1− (−1)n) =

{
0 : n - parz.,

2(n− 1)! : n - nieparz.

Mamy wi¦c rozwini¦cie w szereg Maclaurina (f(0) = 0)

f(x) =
∑
n=1

n-nieparz

2

n
xn.

Mamy

lim sup
n→∞

n

√
2

n
= 1,

czyli promien zbie»no±ci wynosi 1.
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Zadanie 3. Znajd¹ warto±¢ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ podanej funkcji na caªej dziedzinie

f(x) = sin4 x+ cos4 x.

Rozwi¡zanie: Dziedzin¡ funkcji jest caªa prosta, funkcja jest ró»niczkowalna w ka»dym
punkcie, wi¦c ekstrema mog¡ wypa±¢ tylko w punktach zerowych pochodnej

f ′(x) = 4 sin3 x cosx− 4 cos3 x sinx

= 4 sin x cosx(sin2 x− cos2 x)

= 2 sin 2x(− cos 2x)

= − sin 4x.

f jest okresowa o okresie π (tak naprawd¦ nawet π
2
, ale zostawmy π), wi¦c wystarczy

znale¹¢ warto±ci najwi¦ksz¡i najmniejsz¡ na przedziale [0, π]. Na tym przedziale pochodna
ma zera w punktach 0, π

4
, π
2
, 3π

4
, π>.

f(0) = f(π) = 0 + 1 = 1

f
(π
2

)
= 1 + 0 = 1

f
(π
4

)
= f

(3π
4

)
=

( 1√
2

)4

+
( 1√

2

)4

=
1

2
.

Warto±¢ najwi¦ksza f to 1, a najmniejsza to 1
2
.
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Zadanie 4. Oblicz granic¦

lim
x→1

x
1

1−x .

Rozwi¡zanie: Jest to wyra»enie nieoznaczone postaci 1∞, wi¦c przeksztaªcamy je

x
1

1−x = e
1

1−x
log x = e

log x
1−x .

Granica w wykªadniku, gdy x → 1 to wyra»enie nieoznaczone postaci 0
0
, wi¦c stosujemy

reguª¦ de l'Hospitala

lim
x→1

log x

1− x
de l'H
= lim

x→1

1
x

−1
= −1.

W takim razie,

lim
x→1

x
1

1−x = elimx→1
log x
1−x = e−1.
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Zadanie 5. Znajd¹ obj¦to±¢ bryªy powstaªej przez obrót obszaru pomi¦dzy parabolami
y = x2 i x = y2, 0 ≤ x ≤ 1 wokóª osi OX.

Rozwi¡zanie: Obszar zawarty jest powy»ej wykresu y = x2 i poni»ej wykresu y =
√
x.

Mamy wi¦c

V = π

∫ 1

0

(x− x4)dx

= π
(x2

2
− x5

5

)∣∣∣1
0

= π
(1
2
− 1

5

)
=

3π

10
.



Pierwsza litera nazwiska 6&%
'$

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Oblicz caªk¦ niewªa±ciw¡ (lub poka», »e nie jest zbie»na):∫ ∞

0

arctanx

1 + x2
dx.

Rozwi¡zanie: Liczymy caªk¦ nieoznaczon¡, na przykªad przez podstawienie∫
arctanx

1 + x2
dx =

{
t = arctan x

dt = 1
1+x2dx

}

=

∫
t dt

=
t2

2
+ c

=
(arctanx)2

2
+ c.

Liczymy: ∫ M

0

arctanx

1 + x2
dx =

(arctanx)2

2

∣∣∣M
0

=
(arctanM)2

2
− 0

M→∞−−−−→
(π
2
)2

2

=
π2

8
.

Caªka jest wi¦c zbie»na, i jest równa π2

8
.
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Zadanie 7. Korzystaj¡c z rozwini¦cia funkcji ex w szereg Taylora wokóª 0 oblicz warto±¢√
e z dokªadno±ci¡ 0, 001.

(Wsk: Ile wyrazów rozwini¦cia trzeba u»y¢?)

Rozwi¡zanie: Korzystamy z rozwini¦cia

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2
+ . . . .

Bª¡d dla n+1 pocz¡tkowych wyrazów (licz¡c od zerowego) wynosi, dla pewnego 0 < θ < 1

e
θ
2

(n+ 1)!

(1
2

)n+1

≤ 3

(n+ 1)! 2n+1
.

Próbujemy dla n = 3 :

3

4!24
=

3

24 · 16
=

1

8 · 16
=

1

128
> 0, 001.

Bª¡d jest wi¦c potencjalnie za du»y. Próbujemy n = 3 :

3

5!25
=

3

120 · 32
=

1

40 · 32
=

1

1280
< 0, 001.

Dla n = 4 bª¡d jest wi¦c mniejszy ni» wymagana dokªadno±¢ 0, 001.

√
e = e

1
2 ≃ 1 +

1

2
+

(1
2
)2

2!
+

(1
2
)3

3!
+

(1
2
)4

4!
=

24 + 12 + 12
4
+ 4

8
+ 1

16

24

=
16 · 24 + 12 · 24 + 12 · 4 + 4 · 2 + 1

16 · 24
=

384 + 288 + 48 + 8 + 1

384

=
729

384
.


