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Zadanie 1. Znajdz sume szeregu pot@gowegO'
Z n(n+ 1)z
n=1

Rozwigzanie: Widzimy, ze

Zn(n + 1)%”71 _ Z (anrl)//.
n=1 n=1
Oznaczamy

F(x):z (an) Zx

n=1
Jest to funkcja, ktorej dziedzing jest przedziat ZbleZHOSCI szeregu (tatwo zauwazy¢, ze ten
przedziat to (—1, 1)), rozniczkowalna nieskonczenie wiele razy wewnatrz tego przedziatu
(czyli na (—1,1)). Sumujac szereg geometryczny dostajemy
x? rx—1)+(@—-1)+1 1

FW = = [ __1
(z) 1—=x 1—=x v +1—m’

a z drugiej strony wiemy, ze szereg zadajacy F' mozna rézniczkowaé¢ wyraz za wyrazem.
Mamy wiec:

innjtl = F"(z)
:(‘HQ_;MI
2

(1—=z)*
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Zadanie 2. Rozwin w szereg Maclaurina funkcje:
14+x
=1
f(z) =log -—,
i znajdz promien zbiezno$ci powstatego szeregu potegowego
(Uwaga: log to logarytm naturalny.)

Rozwigzanie: Mamy
f(z) =log(1 4 ) —log(1 — x)

1 1
fiw) = 1+x+ 11—z
M) — (1 1 1
1
f(x) = (—1)(—2)m +1-2- =2y
(M) — (1 — 1) (1)
Widzimy wiec, ze dlan > 1

0 i n - parz.,

2(n—1)!' :n - nieparz.

F0) = (n =11~ (=1)") = {
Mamy wiec rozwiniecie w szereg Maclaurina (f(0) = 0)

flz) = Z %az”.

n=1
n-nieparz

: w2
lim sup \/j =1,
n—00 n

czyli promien zbieznosci wynosi 1.

Mamy
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Zadanie 3. Znajdz warto$¢ najwieksza i najmniejszg podanej funkcji na catej dziedzinie
f(z) = sin* x + cos" z.

Rozwigzanie: Dziedzing funkcji jest cala prosta, funkcja jest roézniczkowalna w kazdym
punkcie, wiec ekstrema moga wypas¢ tylko w punktach zerowych pochodnej

3rsina

f'(z) = 4sin® z cosx — 4 cos
= 45in x cos z(sin® x — cos® 7)
= 2sin 2z(— cos 2x)
= —sin4x.
[ jest okresowa o okresie m (tak naprawde nawet 7, ale zostawmy 7), wiec wystarczy
znalez¢ wartos$ci najwiekszai najmniejsza na przedziale [0, 7]. Na tym przedziale pochodna
ma zera w punktach 0, T, T 3T 7~

TR TR
FO)=f(m) =0+1=1
f(5)=1+0=1

T 3T 1 \4 14 1
3)=150)-(5) (%) -3
Wartosé najwieksza f to 1, a najmniejsza to %
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Zadanie 4. Oblicz granice

. 1
lim x7—=.
z—1

Rozwigzanie: Jest to wyrazenie nieoznaczone postaci 1°°, wiec przeksztalcamy je

log «
= el-z,

1 1
rl-z = el-xz logm

Granica w wyktadniku, gdy  — 1 to wyrazenie nieoznaczone postaci 8, wiec stosujemy

regute de I’Hospitala

logz gern . %
= lim

lim £ =—1.
rx—1 1 — X rx—1 —]_
W takim razie,
. L limg,_,; 1282 -1
limzt—= =™ T2 =¢ .

rz—1
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Zadanie 5. Znajdz objetos¢ bryly powstalej przez obrét obszaru pomiedzy parabolami
y=x>ixz=19% 0<x <1 wokot osi OX.

Rozwigzanie: Obszar zawarty jest powyzej wykresu y = 22 i ponizej wykresu y = /.
Mamy wiec
1
V:ﬂ'/ (z — 2*)dx
0

2 5

(5%,
= 7T\ — — —
2 5/ lo
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Zadanie 6. Oblicz caltke niewlasciwa (lub pokaz, ze nie jest zbiezna):
°° arctan x
0 1 + x
Rozwigzanie: Liczymy calke nieoznaczong, na przyktad przez podstawienie
/ arctan x t = arctanz
———dzr = 1
1+ 22 dt = ;7zdx

:/tdt

t2

(arctan x)?
2

Liczymy:
xr =
1+ 2?2 2 0
(arctan M)?

/M arctan x J (arctan z)? |M
0

-0

2
]

Calka jest wiec zbiezna, i jest réwna ”;.
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Zadanie 7. Korzystajac z rozwiniecia funkcji e* w szereg Taylora wokot 0 oblicz wartoscé
Ve z doktadnoscig 0,001,
(Wsk: Ile wyrazow rozwiniecia trzeba uzy¢?)

Rozwigzanie: Korzystamy z rozwiniecia

2

e 2" z?
e _ZH_1+x+ R

n=0

Btad dla n+1 poczatkowych wyrazow (liczac od zerowego) wynosi, dla pewnego 0 < 6 < 1

e2 1\ntl 3
i) S
Probujemy dlan =3 :
3 3 1

1
= = = — > (,001.
4124 24-16 8-16 128 ’

Btad jest wiec potencjalnie za duzy. Probujemy n = 3 :
33 1 1

5125 120-32  40-32 1280

Dla n = 4 btad jest wiec mniejszy niz wymagana doktadnos¢ 0, 001.

L 1 1 12,4, 1

< 0,001.

1 =
~ ] o4 2 2

D=

2 2! 3! T 24
_16-24+12-24+12-4+4-241 3844288 +48+8+1
- 16 - 24 N 384

729
384



