
Pierwsza litera nazwiska 1&%
'$

Kolokwium 1
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Rozwi¡» nierówno±¢:
6− 3x

2 + x
> 1

Rozwi¡zanie: Rozpatrujemy przypadki x < −2 i x > −2 (x = −2 jest wykluczony):
x < −2:

6− 3x

2 + x
> 1

6− 3x < 2 + x

4 < 4x

1 < x.

W tym przypadku nie ma rozwi¡za«.
x > −2:

6− 3x

2 + x
> 1

6− 3x > 2 + x

4 > 4x

x < 1,

czyli w tym przypadku rozwi¡zaniami s¡ x ∈ (−2, 1). Ostatecznie, rozwi¡zaniem jest
przedziaª (−2, 1).
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Znajd¹ kresy górny i dolny zbioru

A =

{
1

2n
+

3

k2
;n, k ∈ N, n, k > 0

}
.

Rozwi¡zanie: Zaczniemy od inf A. Zauwa»my, »e wszystkie elementy A s¡ dodatnie. 0
jest wi¦c ograniczeniem A od doªu. Chcemy pokaza¢, »e jest najwi¦kszym ograniczeniem
od doªu. We¹my dowolne δ > 0. We¹my liczb¦ n ∈ N tak¡, »e n > 1/δ (czyli 1/2n < δ/2).
Taka liczba istnieje, bo zbiór N nie jest ograniczony od góry. Podobnie, znajd¹my k ∈ N
takie, »e k >

√
6/δ (czyli 3/k2 < δ/2). Tak¡ liczb¦ znajdziemy podobnie jak poprzedni¡.

Wtedy:
1

2n
+

3

k2
<

δ

2
+

δ

2
= δ.

Znale¹li±my wi¦c element A mniejszy od δ, wi¦c δ nie jest ograniczeniem od doªu. Po-
niewa» δ byªa dowolna dodatnia, wi¦c 0 jest najwi¦kszym ograniczeniem A od doªu:
0 = inf A. Teraz, skoro n ≥ 1, k ≥ 1 to ∀ k, n ∈ N, k, n > 0 mamy

1

2n
+

3

k2
≤ 1

2 · 1
+

3

12
=

1

2
+

3

1
=

7

2
.

Liczba 7
2
jest wi¦c ograniczeniem A od góry, i najmniejszym takim ograniczeniem, bo

7
2
∈ A. Mamy wi¦c supA = 7

2
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Oblicz:
4− 3 i

3− 2 i
.

Rozwi¡zanie: Oznaczmy iloraz przez u+ iv. Tak wi¦c

4− 3 i

3− 2 i
= u+ i v

4− 3 i = (3− 2 i)(u+ i v) = (3u+ 2v) + i (−2u+ 3v).

Mamy wi¦c ukªad równa« {
3u+ 2v = 4

−2u+ 3v = −3.

Rozwi¡zujemy to, i otrzymujemy

u+ i v =
18

13
− i

1

13
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Znajd¹ granic¦ ci¡gu:

an =
n2 + 2

n3 + 1
+

n2 + 4

n3 + 2
+

n2 + 6

n3 + 3
+ · · ·+ n2 + 2n

n3 + n

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e skªadników w sumie jest n, i ka»dy jest mniejszy lub równy

n2 + 2n

n3 + 1
,

oraz wi¦kszy lub równy
n2 + 2

n3 + n
.

Mamy wi¦c:
1 + 2

n2

1 + 1
n2

= n · n
2 + 2

n3 + n
≤ an ≤ n · n

2 + 2n

n3 + 1
=

1 + 2
n

1 + 1
n3

.

Ci¡gi po lewej i prawej stronie zbiegaj¡ do 1, wi¦c {an} te» zbiega do 1, z 3 ci¡gów.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Poka», »e je»eli an
n→∞−−−→ 0 oraz ci¡g {bn} jest ograniczony, to

lim
n→∞

(an · bn) = 0.

Rozwi¡zanie: Ci¡g {bn} jest ograniczony, czyli

∃ M ∀ n ∈ N |bn| ≤ M.

Je»eli wszystkie bn = 0 to ci¡g (an · bn) jest stale równy 0, i zadanie jest zrobione. Je»eli

nie, to M > 0. Niech ϵ > 0 b¦dzie dane. Z faktu, »e an
n→∞−−−→ 0

∃ n0 ∈ N ∀ n ≥ n0 |an| < ϵ/M.

Wtedy, dla n ≥ n0

|an · bn| = |an| · |bn| ≤ |an| ·M <
ϵ

M
·M = ϵ.

A wi¦c, z de�nicji, (an · bn)
n→∞−−−→ 0.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu:

∞∑
n=2

1

(2n+ 1) 3
√
n− 1

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e

1

(2n+ 1) 3
√
n− 1

≤ 1

2n 3
√
n− 1

≤ 1

2n 3
√

n− n/2
,

przy czym druga nierówno±¢ jest prawdziwa dla n ≥ 2. Mamy wi¦c, dla n ≥ 2

1

(2n+ 1) 3
√
n− 1

≤ 1

21−1/3

1

n4/3
,

wi¦c nasz szereg jest zbie»ny z kryterium porównawczego, bo
∞∑
n=1

1

n4/3

jest zbie»ny (4/3 > 1).
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Zbadaj zbie»no±¢ szeregu:

∞∑
n=1

3n

2n n4
.

Rozwi¡zanie: Stosujemy kryterium d'Alemberta:∣∣∣∣∣∣∣∣
3n+1

2n+1(n+ 1)4

3n

2nn4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
3

2

( n

n+ 1

)4

=
3

2

( 1

1 + 1/n

)4 n→∞−−−→ 3

2
.

Szereg jest wi¦c rozbie»ny, bo 3/2 > 1.


