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Kolokwium
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Zbadaj zbie»no±¢ i ew. zbie»no±¢ absolutn¡ szeregu:
∞∑
n=1

(−1)n
√
n

n+ 100
.

Rozwi¡zanie: Zbadamy najpierw zbie»no±¢ absolutn¡, czyli zbie»no±¢ szeregu warto±ci
bezwzgl¦dnych.∣∣∣(−1)n √

n

n+ 100

∣∣∣ = √
n

n+ 100
≥

√
n

n+ 100n
=

1

101

√
n

n
=

1

101

1√
n
.

Z kryterium porównawczego widzimy, »e szereg warto±ci bezwzgl¦dnych nie jest zbie»ny,
a wi¦c szereg wyj±ciowy nie jest zbie»ny absolutnie. Rozwa»my teraz sam¡ zbie»no±¢.
Szereg jest naprzemienny, wi¦c skorzystamy z kryterium Leibniza. Potrzebujemy

√
n+ 1

n+ 1 + 100
≤

√
n

n+ 100
,

(dodatkowo zauwa»amy, »e
√
n/(n+ 100)→ 0). Mamy√

n+ 1

n
≤ n+ 1 + 100

n+ 100√
1 +

1

n
≤ 1 +

1

n+ 100

1 +
1

n
≤ 1 +

2

n+ 100
+

1

(n+ 100)2
.

Zauwa»my, »e dla n ≥ 100 mamy n+ 100 ≤ 2n, czyli

1

n
≤ 2

n+ 100
.

Nierówno±¢ wi¦c zachodzi. Pocz¡tkowe wyrazy nie maj¡ wpªywu na zbie»no±¢ szeregu,
wi¦c szereg, jako naprzemienny jest zbie»ny z kryterium Leibniza (ale nie absolutnie).
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Zadanie 2. Znajd¹ punkty ró»niczkowalno±ci i nieró»niczkowalno±ci funkcji:

f(x) =

{
x2 sin

(
1/x
)

: x 6= 0

0 : x = 0.

Rozwi¡zanie: Dla wszystkich x 6= 0 dana funkcja jest ró»niczkowalna jako zªo»enie oraz
iloczyn funkcji ró»niczkowalnych. Do rozpatrzenia pozostaje punkt x = 0. Zbadamy
istnienie pochodnej w 0 z de�nicji:

lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0

h2 sin
(
1
h

)
h

= lim
h→0

h sin
(
1/h
)
.

Zauwa»my, »e
−|h| ≤ h sin

(
1/h
)
≤ |h|,

wi¦c z 3 funkcji granica istnieje (i jest równa 0). Funkcja jest wi¦c ró»niczkowalna w
ka»dym punkcie.
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Zadanie 3. Znajd¹ warto±ci najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ podanej funkcji na podanym prze-
dziale:

f(x) = 3
√

(x2 − 2x)2, [0, 3].

Rozwi¡zanie: Mamy do rozwa»enia warto±ci funkcji na ko«cach przedziaªu, czyli w 0 i

3, w punktach nieró»niczkowalno±ci czyli 0 i 2 (wykªadnik 2/3 < 1) oraz w ew. punktach
zerowania si¦ pochodnej. Liczymy pochodn¡, aby znale¹¢ te punkty.

f ′(x) =
2

3
(x2 − 2x)−1/3 (2x− 2).

Widzimy, »e jedynym punktem, w którym pochodna si¦ zeruje jest x = 1.

f(0) = 0, f(1) = 1, f(2) = 0, f(3) =
3
√
32 =

3
√
9.

Warto±¢ najmniejsza to 0, a warto±¢ najwi¦ksza to 3
√
9.



Pierwsza litera nazwiska 4&%
'$

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Znajd¹ granic¦ funkcji:

lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x
.

Rozwi¡zanie: Jest to wyra»enie nieoznaczone postaci 0
0
, wi¦c stosujemy reguª¦ de l'Hospitala:

lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x

d l'H
= lim

x→0

cosx− cosx+ x sinx

3 sin2 x cosx

=
1

3
lim
x→0

x

sinx

1

cosx

=
1

3
Ostatnia granica w przedostatniej linijce to równie» wyra»enie nieoznaczone, ale nie mu-
simy stosowa¢ ponownie de l'Hospitala, poniewa» t¡ granic¦ znamy.
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Zadanie 5. Znajd¹ promie« zbie»no±ci szeregu pot¦gowego
∞∑
n=1

x2n−1

n10n+2
.

Rozwi¡zanie: Ustalamy x i stosujemy kryterium d'Alemberta:∣∣∣ x2(n+1)−1

(n+ 1) 10n+3
· n 10n+2

x2n−1

∣∣∣ = |x|2 n

n+ 1

1

10

n→∞−→ |x|
2

10
.

Widzimy, »e szereg jest zbie»ny, je»eli |x|2 < 10 i rozbie»ny, je»eli |x|2 > 10. Wnioskujemy,
»e promie« zbie»no±ci jest równy

√
10.
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Zadanie 6. Dla jakich warto±ci a, b punkt (1, 3) jest punktem przegi¦cia wykresu funkcji:

f(x) = ax3 + bx2.

Rozwi¡zanie: Je»eli punkt (1, 3) jest punktem wykresu, to f(1) = 3. Mamy wi¦c
pierwsze równanie:

a+ b = 3.

Liczymy drug¡ pochodn¡:

f ′′(x) = (3ax2 + 2bx)′ = 6ax+ 2b.

To jest funkcja liniowa, wi¦c w swoim miejscu zerowym zmienia znak. Taki punkt jest
wi¦c punktem przegi¦cia wykresu f . Je»eli 1 ma by¢ miejscem zerowym f ′′, to musi by¢

6a+ 2b = 0.

Mamy wi¦c drugie równanie, i rozwi¡zuj¡c prosty ukªad 2 równa« otrzymujemy a = −3
2

i b = 9
2
.
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Zadanie 7. Dla x > 0 udowodnij nierówno±ci:

x− x2

2
< log(1 + x) < x.

(log to logarytm naturalny!)

Rozwi¡zanie: Rozwa»amy lew¡ nierówno±¢:

f(x) = log(1 + x)− x+
x2

2
, f(0) = 0,

f ′(x) =
1

1 + x
− 1 + x =

x2

1 + x
> 0.

W takim razie, z tw. o warto±ci ±redniej, dla x > 0

f(x)− f(0)

x− 0
= f ′(c) > 0, c ∈ (0, x),

a wi¦c f(x) > 0. Podobnie prawa nierówno±¢:

f(x) = x− log(1 + x), f(0) = 0,

f ′(x) = 1− 1

1 + x
> 0.

W takim razie, z tw. o warto±ci ±redniej, dla x > 0

f(x)− f(0)

x− 0
= f ′(c) > 0, c ∈ (0, x),

a wi¦c f(x) > 0.


