Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium
7.12.18

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Zbadaj zbieznosé i ew. zbieznosé¢ absolutna szeregu:
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n+ 100

n=1

Rozwigzanie: Zbadamy najpierw zbiezno$¢ absolutng, czyli zbieznosé szeregu wartosci

bezwzglednych.
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Z kryterium poréwnawczego widzimy, ze szereg wartosci bezwzglednych nie jest zbiezny,
a wiec szereg wyjSciowy nie jest zbiezny absolutnie. Rozwazmy teraz sama zbieznosc.
Szereg jest naprzemienny, wiec skorzystamy z kryterium Leibniza. Potrzebujemy

vn+1 < Vn
n+1+100 = n+ 100’
(dodatkowo zauwazamy, ze \/n/(n + 100) — 0). Mamy

/n+1<n+1+100
n —  n-+100

\/1+l<1+ !
n - n 4+ 100

1 2 1
1+-<1+ - .
n - n+ 100  (n+ 100)2
Zauwazmy, ze dla n > 100 mamy n + 100 < 2n, czyli
1 2
n — n+ 100

Nierownos¢ wiec zachodzi. Poczatkowe wyrazy nie majg wplywu na zbieznosé szeregu,
wiec szereg, jako naprzemienny jest zbiezny z kryterium Leibniza (ale nie absolutnie).
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Zadanie 2. Znajdz punkty rézniczkowalnosci i nier6zniczkowalnosci funkceji:

o= {7 2

Rozwigzanie: Dla wszystkich x # 0 dana funkcja jest rozniczkowalna jako ztozenie oraz
iloczyn funkcji rozniczkowalnych. Do rozpatrzenia pozostaje punkt x = 0. Zbadamy
istnienie pochodnej w 0 z definicji:

_ h2sin (L
lim —f<h) 1) = lim L) (h>
h—0 h h—0 h
= }lbli%hsnl (1/h).
Zauwazmy, ze
—|h| < hsin (1/R) < |Al,

wiec z 3 funkeji granica istnieje (i jest rowna 0). Funkcja jest wiec rozniczkowalna w
kazdym punkcie.
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Zadanie 3. Znajdz wartosci najmniejsza i najwiekszg podanej funkcji na podanym prze-

dziale:
f(z) =~/ (22 — 21)2, [0, 3].

Rozwigzanie: Mamy do rozwazenia wartosci funkeji na koricach przedziatu, czyli w 0 i

3, w punktach nier6zniczkowalnosci czyli 0 1 2 (wykltadnik 2/3 < 1) oraz w ew. punktach
zerowania sie pochodnej. Liczymy pochodna, aby znalez¢ te punkty.

2
f(z) = 3 (2% — 22)7Y3 (22 — 2).
Widzimy, ze jedynym punktem, w ktérym pochodna si¢ zeruje jest x = 1.
[0 =0, S =1 f@)=0, [(3)=VF =5

Warto$¢ najmniejsza to 0, a warto$é najwieksza to v/9.
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Zadanie 4. Znajdz granice funkcji:

. SInx — xCcosST
lim ———s——
r—0 sim” x

Rozwigzanie: Jest to wyrazenie nieoznaczone postaci %, wiec stosujemy regute de I’Hospitala:

SINT — T COST 41U T COST — COST + xrsinx
= lim

lim - .3 = )
z—0 sin® x z—0 3sin” x cos x
1 . T 1
= — lim —
3 z—-0sinx Ccosx
1
3

Ostatnia granica w przedostatniej linijce to rowniez wyrazenie nieoznaczone, ale nie mu-
simy stosowa¢ ponownie de I’'Hospitala, poniewaz ta granice znamy.
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Zadanie 5. Znajdz promien zbieznosci szeregu potegowego

o0 _
x2n 1
Z nlont2’
n=1

Rozwigzanie: Ustalamy z i stosujemy kryterium d’Alemberta:

g2 t)=1 1 ont? s N1 e |7

D0 1 bl
(n+ 1) 1073  g2n-1 n+110 10

Widzimy, ze szereg jest zbiezny, jezeli |z|* < 10 i rozbiezny, jezeli |x|? > 10. Wnioskujemy,

ze promien zbieznosci jest rowny +/10.
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Zadanie 6. Dla jakich wartosci a, b punkt (1,3) jest punktem przegiecia wykresu funkcji:
f(z) = az® + ba’.

Rozwigzanie: Jezeli punkt (1,3) jest punktem wykresu, to f(1) = 3. Mamy wiec
pierwsze roéwnanie:
a+b=3.

Liczymy druga pochodng:
f"(z) = (3az® + 2bx)" = Gax + 2.
To jest funkcja liniowa, wiec w swoim miejscu zerowym zmienia znak. Taki punkt jest
wiec punktem przegiecia wykresu f. Jezeli 1 ma by¢ miejscem zerowym f”, to musi by¢
6a + 2b = 0.

Mamy wiec drugie rownanie, i rozwigzujac prosty uklad 2 rownan otrzymujemy a = —%
ib=2.
2
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Zadanie 7. Dla x > 0 udowodnij nieréwnogci:
22
Y <log(l+z) < x.
(log to logarytm naturalny!)

Rozwigzanie: Rozwazamy lewa nier6wnosé:
2

f(x)=log(l+x)—a+=,  f(0)=0,
1 2
!
f(x) T2 +z Tz >0
W takim razie, z tw. o wartosci $redniej, dla x > 0
— f(0
T 210 _ ey >0, ce ),

a wiec f(z) > 0. Podobnie prawa nier6wnos¢:
f(z) =z —log(1+x),  f(0)=0,
1
fl(z)y=1-———>0.

1+
W takim razie, z tw. o wartosci $redniej, dla x > 0
— f(0
MO _p >0, ce),
x‘ J—

a wiec f(z) > 0.



