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Kolokwium 3

4.01.19

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz caªk¦: ∫ √
tanx

cos2 x
dx.

Rozwi¡zanie: Podstawiamy:∫ √
tanx

cos2 x
dx =

{
t = tanx

dt = 1
cos2 x

dx

}
=

∫ √
t dt

=
2

3
t3/2 + C

=
2

3
tan2/3 x+ C.
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Zadanie 2. Oblicz caªk¦: ∫
log x

x3
dx.

(Uwaga: log to logarytm naturalny.)

Rozwi¡zanie: Zauwa»amy, »e:

1

x3
= x−3 =

(
− 1

2
x−2
)′
,

i caªkujemy przez cz¦±ci:∫
log x

x3
dx =

∫
log x

(
− 1

2
x−2
)′
dx

= −1

2

log x

x2
+

1

2

∫
1

x
x−2 dx

= − log x

2x2
+

1

2

∫
x−3 dx

= − log x

2x2
− 1

4
x−2 + C

= − 2 log x+ 1

4x2
+ C.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. U»ywaj¡c wzoru Taylora znajd¹ najlepsze oszacowanie bª¦du przybli»enia:

e ≈ 2 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
.

Rozwi¡zanie: U»ywamy wzoru Taylora dla f(x) = ex w 0 i mamy

e = f(1) = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+
f (5)(θ)

5!
, 0 < θ < 1,

czyli bª¡d przybli»enia to
eθ

5!
=

eθ

120
≤ e

120
.

To jest najlepsze mo»liwe oszacowanie przy pomocy wzoru Taylora, bo o θ nie wiemy nic
poza 0 < θ < 1.
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Zadanie 4. Oblicz
1
4
√
e

z dokªadno±ci¡ do 0, 001 korzystaj¡c ze wzoru Taylora dla funkcji ex.

Rozwi¡zanie: Dla f(x) = ex mamy 1
4√e = f(−1

4
). Piszemy wi¦c, zgodnie ze wzorem

Taylora:

1
4
√
e
= f

(
− 1

4

)
=

n−1∑
k=0

f (k)(0)

k!

(
− 1

4

)k
+
f (n)(− θ

4
)

n!

(
− 1

4

)n
.

Bª¡d przybli»enia: ∣∣∣f (n)(− θ
4
)

n!

(
− 1

4

)n∣∣∣ = e−
θ
4

n!

1

4n
<

1

n! · 4n
.

Dla jakiego najmniejszego n to wyra»enie jest ≤ 0, 001? Spróbujmy n = 4 :

24 · 44 = 96 · 64 > 6000.

Czyli OK. Spróbujmy n = 3 :

6 · 43 = 6 · 64 = 384 < 1000.

Czyli bª¡d jest za du»y. A wi¦c najmniejsze mo»liwe n to 4. Liczymy przybli»enie:

1
4
√
e
' 1− 1

4
+

1

2

(
− 1

4

)2
+

1

6

(
− 1

4

)3
=

299

384
.
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Zadanie 5. Rozwi« funkcj¦

f(x) =
3

(1− x)(1 + 2x)

w szereg Maclaurina i znajd¹ promie« zbie»no±ci tego szeregu.

Rozwi¡zanie: Rozkªadamy f na uªamki proste:

3

(1− x)(1 + 2x)
=

3

1− x
+

2

1 + 2x
,

i wyznaczmy n-t¡ pochodn¡:

f (n)(x) =
n!

(1− x)n+1
+ (−1)n n! 2n+1

(1 + 2x)n+1
⇒ f (n)(0) = n! + (−1)n n! 2n+1.

Otrzymujemy wi¦c rozwini¦cie w szereg Maclaurina:

f(x) =
∞∑
n=0

(1 + (−1)n 2n+1)xn.

Promie« zbie»no±ci obliczymy korzystaj¡c z kryt. d'Alemberta. Ustalamy x 6= 0 i liczymy:∣∣∣1 + (−1)n+1 2n+2

1 + (−1)n 2n+1

xn+1

xn

∣∣∣ = 2− 1
2n+1

1 + 1
2n+1

|x| −→ 2|x|.

Z kryt. d'Alemberta wynika wi¦c, »e szereg jest zbie»ny dla |x| < 1
2
i rozbie»ny dla |x| > 1

2
.

Promie« zbie»no±ci wynosi wi¦c 1
2
.
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Zadanie 6. Oblicz caªk¦: ∫
5
√
x dx√
x

.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez podstawienie:

∫
5
√
x dx√
x

=

{
t =
√
x

2dt = 1√
x
dx

}

= 2

∫
5t dt

= 2
5t

log 5
+ C

= 2
5
√
x

log 5
+ C.
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Zadanie 7. Oblicz caªk¦: ∫
x ex

2

(x2 + 2) dx.

Rozwi¡zanie: Zaczynamy przez podstawienie:∫
x ex

2

(x2 + 2) dx =

{
t = x2

dt = 2xdx

}
=

1

2

∫
et(t+ 2) dt,

a nast¦pnie przez cz¦±ci:

1

2

∫
et(t+ 2) dt =

1

2
et(t+ 2)− 1

2

∫
et dt =

1

2
et(t+ 2)− 1

2
et + C =

1

2
ex

2

(x2 + 1) + C.


