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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz granic¦

lim
x→0+

(tanx)tanx.

Rozwi¡zanie:To jest wyra»enie nieoznaczone postaci 00, wi¦c przeksztaªcamy je

(tanx)tanx = etanx log tanx = e
sin x(log sin x−log cos x)

cos x .

Jedynym wyra»eniem nieoznaczonym w 0 jest

sinx log sinx.

Korzystamy z de l'Hospitala

lim
x→0+

log sinx
1

sinx

de l'H
= lim

x→0+

1
sinx

· cosx
−1

sin2 x
· cosx

= − lim
x→0+

sinx = 0

Otrzymujemy wi¦c
lim
x→0+

(tanx)tanx = e0 = 1.
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Zadanie 2. Sprawd¹ zbie¹no±¢ caªki niewªa±ciwej, i oblicz j¡, je»eli jest zbie»na∫ ∞

1

dx

x log3/2 x
.

Rozwi¡zanie: Caªka ma dwie niewªa±ciwo±ci, w 1 (bo funkcja eksploduje) i w ∞. Dzie-
limy przedziaª caªkowania na [1, 2] i [2,∞). Sprawdzamy zbie»no±¢ na przedziale [1, 2].∫ 2

1+ϵ

dx

x log3/2 x
=

{
t = log x

dt = 1
x
dx

}
=

∫ log 2

log(1+ϵ)

dt

t3/2
= −2

1

t1/2

∣∣∣log 2
log(1+ϵ)

=
2

log(1 + ϵ)1/2
− 2

log 21/2
.

Gdy ϵ → 0+ mianownik pierwszego uªamka d¡»y do 0, wi¦c caªka nie jest zbie»na. Zbie»-
no±¢ caªki na [2,∞) nie ma ju» znaczenia.
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Zadanie 3. Udowodnij, »e dla dowolnego 0 ≤ x ≤ 1 oraz p > 1 zachodz¡ nierówno±ci

1

2p−1
≤ xp + (1− x)p ≤ 1.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e mamy xp ≤ x, (1− x)p ≤ (1− x), wi¦c prawa nierówno±¢
jest natychmiastowa. Rozwa»my funkcj¦

f(x) = xp + (1− x)p.

Obliczamy pochodn¡,
f ′(x) = pxp−1 − p(1− x)p−1.

Widzimy, »e funkcja maleje na przedziale [0, 1/2] i ro±nie na przedziale [1/2, 1]. W punkcie
1/2 ma wi¦c globalne minimum. Mamy wi¦c

f(x) ≥ f(1/2) = (1/2)p + (1/2)p =
2

2p
=

1

2p−1
.
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Zadanie 4. Rozwi« w szereg Maclaurina funkcj¦

f(x) = log
1 + x

1− x
.

Uwaga: log to logarytm naturalny.

Rozwi¡zanie: Piszemy

log
1 + x

1− x
= log(1 + x)− log(1− x).

Wida¢, »e wystarczy rozwin¡¢ jedn¡ z tych funkcji, a nast¦pnie odj¡¢. Niech g(x) =
log(1 + x). Wtedy

g′(x) =
1

1 + x

g′′(x) = (−1)
1

(1 + x)2

g′′′(x) = (−1)(−2)
1

(1 + x)3

. . .

g(n)(x) = (−1)n−1(n− 1)!
1

(1 + x)n
, n ≥ 1.

Otrzymujemy

g(x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
.

Tak wi¦c

f(x) = g(x)− g(−x)

=
∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
−

∞∑
n=1

(−1)n−1 (−1)nxn

n

=
∞∑
n=1

(
(−1)n−1 + 1

)xn

n

= 2
∑
n=1

nieparz

xn

n
.

Jest to rozwini¦cie w szereg pot¦gowy, wi¦c musi to by¢ rozwini¦cie w szereg Maclaurina.
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Zadanie 5. Oblicz dªugo±¢ wykresu funkcji

f(x) =
1

4
x2 − 1

2
log x, 1 ≤ x ≤ e.

Rozwi¡zanie: Obliczamy

f ′(x) =
1

2
x− 1

2x
,

wi¦c

1 + f ′2(x) = 1 +
(x
2
− 1

2x

)2

= 1 +
x2

4
− 1

2
+

1

4x2
=

(x
2
+

1

2x

)2

.

W takim razie

L =

∫ e

1

√
1 + f ′2(x) dx

=

∫ e

1

(x
2
+

1

2x

)
dx

=
(x2

4
+

1

2
log x

)∣∣∣e
1

=
e2

4
+

1

2
− 1

4

=
e2 + 1

4
.
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Zadanie 6. Wyznacz zbiór tych x, dla których podany szereg funkcyjny jest zbie»ny, i
sprawd¹, czy zbie»no±¢ jest jednostajna na tym zbiorze.

∞∑
n=1

(n2 + 1)
(√

x(1− x)
)n
.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e szereg jest zbie»ny dla x ∈ [0, 1]. Poza tym przedziaªem
wyrazy w ogóle nie s¡ okre±lone. Na ko«cach wyrazy s¡ zerami. Natomiast dla x ∈ (0, 1)

mamy q =
√

x(1− x) < 1, i zbie»no±¢ szeregu mo»na sprawdzi¢ na przykªad przez
kryterium d'Alemberta. Sprawdzimy teraz, czy zbie»no±¢ jest jednostajna. Zauwa»my, »e
warto±¢ najwi¦ksza x(1− x) na przedziale [0, 1] jest przyj¦ta w punkcie 1/2 i wynosi 1/4.
Mamy wi¦c

(n2 + 1)
(√

x(1− x)
)n ≤ (n2 + 1)

(1
2

)n

, x ∈ [0, 1].

Szereg liczbowy po prawej jest zbie»ny, wi¦c z kryterium Weierstrassa szereg funkcyjny
jest zbie»ny jednostajnie na caªej swojej dziedzinie [0, 1].


