Pierwsza litera nazwiska

Egzamin 2 termin
25.02.20

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Zbadaj zbieznos$¢ punktowa i ew. granice na R, oraz zbiezno$é¢ jednostajng
na przedziale [—1, 1] ciagu funkcji

fu(x) =n-sin <£>

n

Rozwigzanie: Piszemy

x Vi,

. /T sin%
n-sm(—)zx- L ——
n n
co wynika z tego, ze jak wiemy
. sinx
lim =1,
z—0 I

oraz z definicji Heinego granicy. Ciag zbiega wiec do f(z) = = w kazdym punkcie z.

Sprawdzamy zbiezno$¢ jednostajng.

[ful) = o] = Ja] - | =52 = 1],

n

Wiemy, ze
int
Ve>035>0|¥]<e, V|t| < 6.
Wezmy no = [3] + 1, wtedy

sin
n

Vo € [-1,1], n > ng mamy ‘£| <0 =
n

— 1’ < €.
Stad, dla x € [—1,1], n > ng

|fulz) — x| < 1-€
Zbieznos¢ jest wiec jednostajna na [—1,1].
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Zadanie 2. Sprawdz zbieznos¢ caltki niewlasciwej, i oblicz ja, jezeli jest zbiezna

1 1
= —te”!|  + / e tdt
1/M 1/M
1 1 e
- 1 —_
e MX/e 1/M
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00 2
Moo, 240,
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Calka jest wiec zbiezna, a jej warto$¢ jest obliczona powyzej.
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Zadanie 3. Oblicz catke

3 dx
/0 Ve 1T+4/(xz+1)%

Rozwigzanie: Liczymy

/3 dx B t=+x+1
o Vit+1l++/(z+1)2 dt = 57—
2 oat

2
:210g|1+t|‘
1

= 2(log 3 — log 2)
= 2log 3/2.
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Zadanie 4. Znajdz punkt przeciecia stycznych do wykresu funkcji f(x) = 23 odpowiednio

w punktach (—1,—-1)1 (2,8).

Rozwigzanie:
fla) =2
f(z) = 32°
fl(=1)=3
f(2) =12

Styczne maja roOwnania
y+1=3(z+1), y—8=12(z —2).
Podstawiajac
Br+1)—1-8=12(x—2)
9r =24 —-6=18
T =2
y=3xz+1)—1=8.
Punkt przeciecia to (2, 8).
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Zadanie 5. Znajdz punkty cigglosci i nieciggltosci funkcji

fl@) ={a} —{a}".

Uwaga: {z} to cze$¢ utamkowa: {z} =z — [z].

Rozwiazanie: Jezeli z nie jest liczbg catkowita, to x € (k,k + 1) dla pewnego k € Z.
Wtedy

flx)=(x—k)— (x — k)
=z —k—a2*+2zk — k?

czyli jest wielomianem 2 stopnia, a wiec funkcja ciagla na tym przedziale. Wszystkie
punkty x nie bedace liczbami catkowitymi sa wiec punktami ciggloéci f. Rozwazmy teraz
o = k € Z.

lim f(x) = lim (z — [z] — (z — [2])?)

= lim (2~ [a]) — ( lim (¢ — [+]))"

Dla z w sasiedztwie k po lewej stronie mamy [x] = k — 1, wiec
—k—(k=1)—(k—(k—1))
=1-1?
=0.

Teraz granica prawostronna

lim f(z) = lim (v — [2] - (z — [2])?)

z—kT z—kt
2

= lim (2 — [2]) = ( lim (& = [2]))",
Dla = w sgsiedztwie k po prawej stronie mamy [x] = k, wiec
=k—k—(k—k)?
=0.
Granice obustronne istnieja i sa réwne, wiec xg jest punktem ciggtosci f. f jest wiec
ciggta w kazdym punkcie.
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Zadanie 6. Znajdz wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji
) x
f(2) = |sina)] + 2

na przedziale [—27, 27]

Rozwigzanie: Do rozwazenia najpierw sa punkty krancowa przedzialu —2m, 27 oraz
punkty nier6zniczkowalnosci. To jest mozliwe tylko tam, gdzie sinx = 0, czyli dodatkowo
punkty —m, 0, 7. Sprawdzamy wartosci

f(—27'f') = -, f(_7T> = _7T/2> f(O) = 07 f(ﬂ') = 7T/27 f(271') =T
Tylko skrajne sposréod tych wartosci beda sie dalej liczyty. Teraz sprawdzamy zera po-
chodnej. Dla x € [—2m, —7| U [0, 7]
flz) =sinz+z/2= f'(x) =cosx+1/2 = f'(z) =0 & cosz = —1/2.
W gre wchodza wiec punkty —%’r oraz %”, w ktorych sinz = /3/2. Sprawdzamy wartosci
f< 47r>_\/§ 2 f<27r>_\/§ 7r
3/ 2 37 3/ 2 3
Latwo zauwazy¢, ze zadna z tych wartosci nie przekracza poprzednio wyznaczonych. War-
tosci te nie wchodza wiec w gre. Dla x € [—7,0] U [rr, 27]
flx)=—sinz+x/2= f'(z) = —cosx+1/2= f'(z) =0 & cosz = 1/2.

Sa to wigc punkty —% oraz %”, w ktorych sinz = —/3/2. Sprawdzamy wartosci

T AR omy V3 5w
f( 3> 2 6 f<3)_ > %
Pierwsza z tych wartosci oczywiscie si¢ nie liczy, ale druga jest podejrzana o bycie naj-
wieksza. Sprawdzmy to

?
+ >

[ %

SIS
>3

?
>

3\/§;7r

Ta ostatnia nieré6wnos$é jest oczywiscie prawdziwa, wiec wartoSciami najwicksza i naj-

V3 %’r oraz —T.

mniejsza funkeji f sg 5



