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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Zbadaj zbie»no±¢ punktow¡ i ew. granic¦ na R, oraz zbie»no±¢ jednostajn¡

na przedziale [−1, 1] ci¡gu funkcji

fn(x) = n · sin
(x
n

)
.

Rozwi¡zanie: Piszemy

n · sin
(x
n

)
= x ·

sin x
n

x
n

n→∞−−−→ x ∀x,

co wynika z tego, »e jak wiemy

lim
x→0

sinx

x
= 1,

oraz z de�nicji Heinego granicy. Ci¡g zbiega wi¦c do f(x) = x w ka»dym punkcie x.
Sprawdzamy zbie»no±¢ jednostajn¡.

|fn(x)− x| = |x| ·
∣∣∣sin x

n
x
n

− 1
∣∣∣.

Wiemy, »e

∀ϵ > 0∃δ > 0
∣∣sin t

t

∣∣ < ϵ, ∀|t| < δ.

We¹my n0 = [1
δ
] + 1, wtedy

∀x ∈ [−1, 1], n ≥ n0 mamy
∣∣x
n

∣∣ < δ ⇒
∣∣∣sin x

n
x
n

− 1
∣∣∣ < ϵ.

St¡d, dla x ∈ [−1, 1], n ≥ n0

|fn(x)− x| < 1 · ϵ.
Zbie»no±¢ jest wi¦c jednostajna na [−1, 1].
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Zadanie 2. Sprawd¹ zbie¹no±¢ caªki niewªa±ciwej, i oblicz j¡, je»eli jest zbie»na∫ ∞

1

e−
1
x

x3
dx.

Rozwi¡zanie: We¹my dowolne M ≥ 1∫ M

1

e−
1
x

x3
dx =

{
t = 1

x

dt = − 1
x2dx

}
=

∫ 1

1/M

te−t dt

=

∫ 1

1/M

t(−e−t)′dt

= −te−t
∣∣∣1
1/M

+

∫ 1

1/M

e−tdt

= −1

e
+

1

M M
√
e
− e−t

∣∣∣1
1/M

= −1

e
+

1

M M
√
e
− 1

e
+

1
M
√
e

M→∞−−−−→ −2

e
+ 1.

Caªka jest wi¦c zbie»na, a jej warto±¢ jest obliczona powy»ej.
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Zadanie 3. Oblicz caªk¦ ∫ 3

0

dx
√
x+ 1 +

√
(x+ 1)2

.

Rozwi¡zanie: Liczymy∫ 3

0

dx
√
x+ 1 +

√
(x+ 1)2

=

{
t =

√
x+ 1

dt = 1
2

1√
x+1

}

= 2

∫ 2

1

dt

1 + t

= 2 log |1 + t|
∣∣∣2
1

= 2(log 3− log 2)

= 2 log 3/2.
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Zadanie 4. Znajd¹ punkt przeci¦cia stycznych do wykresu funkcji f(x) = x3 odpowiednio

w punktach (−1,−1) i (2, 8).
Rozwi¡zanie:

f(x) = x3

f ′(x) = 3x2

f ′(−1) = 3

f ′(2) = 12.

Styczne maj¡ równania

y + 1 = 3(x+ 1), y − 8 = 12(x− 2).

Podstawiaj¡c

3(x+ 1)− 1− 8 = 12(x− 2)

9x = 24− 6 = 18

x = 2

y = 3(x+ 1)− 1 = 8.

Punkt przeci¦cia to (2, 8).
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Zadanie 5. Znajd¹ punkty ci¡gªo±ci i nieci¡gªo±ci funkcji

f(x) = {x} − {x}2.

Uwaga: {x} to cz¦±¢ uªamkowa: {x} = x− [x].

Rozwi¡zanie: Je»eli x nie jest liczb¡ caªkowit¡, to x ∈ (k, k + 1) dla pewnego k ∈ Z.
Wtedy

f(x) = (x− k)− (x− k)2

= x− k − x2 + 2xk − k2

czyli jest wielomianem 2 stopnia, a wi¦c funkcj¡ ci¡gª¡ na tym przedziale. Wszystkie

punkty x nie b¦d¡ce liczbami caªkowitymi s¡ wi¦c punktami ci¡gªo±ci f . Rozwa»my teraz

x0 = k ∈ Z.

lim
x→k−

f(x) = lim
x→k−

(x− [x]− (x− [x])2)

= lim
x→k−

(x− [x])−
(
lim
x→k−

(x− [x])
)2
.

Dla x w s¡siedztwie k po lewej stronie mamy [x] = k − 1, wi¦c

= k − (k − 1)−
(
k − (k − 1)

)2
= 1− 12

= 0.

Teraz granica prawostronna

lim
x→k+

f(x) = lim
x→k+

(x− [x]− (x− [x])2)

= lim
x→k+

(x− [x])−
(
lim
x→k+

(x− [x])
)2
.

Dla x w s¡siedztwie k po prawej stronie mamy [x] = k, wi¦c

= k − k − (k − k)2

= 0.

Granice obustronne istniej¡ i s¡ równe, wi¦c x0 jest punktem ci¡gªo±ci f . f jest wi¦c

ci¡gªa w ka»dym punkcie.
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Zadanie 6. Znajd¹ warto±ci najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ funkcji

f(x) = | sin(x)|+ x

2
na przedziale [−2π, 2π]
Rozwi¡zanie: Do rozwa»enia najpierw s¡ punkty kra«cowa przedziaªu −2π, 2π oraz

punkty nierózniczkowalno±ci. To jest mo»liwe tylko tam, gdzie sinx = 0, czyli dodatkowo
punkty −π, 0, π. Sprawdzamy warto±ci

f(−2π) = −π, f(−π) = −π/2, f(0) = 0, f(π) = π/2, f(2π) = π.

Tylko skrajne spo±ród tych warto±ci b¦d¡ si¦ dalej liczyªy. Teraz sprawdzamy zera po-

chodnej. Dla x ∈ [−2π,−π] ∪ [0, π]

f(x) = sin x+ x/2 ⇒ f ′(x) = cos x+ 1/2 ⇒ f ′(x) = 0 ⇔ cosx = −1/2.

W gr¦ wchodz¡ wi¦c punkty −4π
3
oraz 2π

3
, w których sinx =

√
3/2. Sprawdzamy warto±ci

f
(
− 4π

3

)
=

√
3

2
− 2π

3
, f

(2π
3

)
=

√
3

2
+

π

3
.

�atwo zauwa»y¢, »e »adna z tych warto±ci nie przekracza poprzednio wyznaczonych. War-

to±ci te nie wchodz¡ wi¦c w gr¦. Dla x ∈ [−π, 0] ∪ [π, 2π]

f(x) = − sinx+ x/2 ⇒ f ′(x) = − cosx+ 1/2 ⇒ f ′(x) = 0 ⇔ cosx = 1/2.

S¡ to wi¦c punkty −π
3
oraz 5π

3
, w których sinx = −

√
3/2. Sprawdzamy warto±ci

f
(
− π

3

)
=

√
3

2
− π

6
, f

(5π
3

)
=

√
3

2
+

5π

6
.

Pierwsza z tych warto±ci oczywi±cie si¦ nie liczy, ale druga jest podejrzana o bycie naj-

wi¦ksza. Sprawd¹my to
√
3

2
+

5π

6

?
> π

√
3

2

?
>

π

6

3
√
3

?
> π

Ta ostatnia nierówno±¢ jest oczywi±cie prawdziwa, wi¦c warto±ciami najwi¦ksz¡ i naj-

mniejsz¡ funkcji f s¡
√
3
2
+ 5π

6
oraz −π.


