
Pierwsza litera nazwiska 1&%
'$

Kolokwium 1

22.11.19

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu, i znajd¹ granic¦, je»eli jest zbie»ny:

a1 = 2, an+1 =
an

1 + an
, n = 1, 2, 3, . . .

(Wsk.: Gdyby±my udowodnili, »e jest zbie»ny, to znale¹¢ granic¦ byªoby ªatwo.)

Rozwi¡zanie: Istotnie, zauwa»my, »e je»eli wiedzieliby±my, »e ci¡g jest zbie»ny do gra-
nicy g, to mogliby±my przej±¢ do granicy po obu stronach równo±ci, i otrzymaliby±my

g =
g

1 + g
⇔ g2 = 0,

czyli jedyn¡ mo»liwo±ci¡ dla granicy jest 0. Udowodnijmy wi¦c, »e ci¡g istotnie jest
zbie»ny. Najpierw zauwa»my (mo»na to udowodni¢ ªatwo indukcyjnie), »e wszystkie wy-
razy ci¡gu s¡ ±ci±le dodatnie

an > 0, n = 1, 2, . . . .

Sprawdzimy, czy ci¡g jest monotoniczny. Z tego, »e wyrazy s¡ dodatnie, a granica, gdyby
istniaªa, byªaby równa 0, najpierw spróbumy pokaza¢, »e ci¡g jest malej¡cy.

an
1 + an

< an

an < an(1 + an)

1 < 1 + an,

co jest prawd¡, bo wyrazy s¡ dodatnie. Otrzymali±my wi¦c, »e ci¡g jest malej¡cy, wcze-
±niej pokazali±my te», »e jest ograniczony od doªu, wi¦c musi by¢ zbie»ny. A skoro tak,
to jego granica musi wynosi¢ 0.

lim
n→∞

an = 0.
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Zadanie 2. Znajd¹ wszystkie liczby zespolone z speªniaj¡ce

z5 = 1 + i.

Rozwi¡zanie: Zapiszmy liczb¦ 1 + i w postaci trygonometrycznej

1 + i =
√
2(cos π

4
+ i · sin π

4
).

Teraz wypisujemy pierwiastki

z0 =
10
√
2(cos π

20
+ i · sin π

20
)

z1 =
10
√
2(cos π+8π

20
+ i · sin π+8π

20
)

z2 =
10
√
2(cos π+16π

20
+ i · sin π+16π

20
)

z3 =
10
√
2(cos π+24π

20
+ i · sin π+24π

20
)

z4 =
10
√
2(cos π+32π

20
+ i · sin π+32π

20
).



Pierwsza litera nazwiska 3&%
'$

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Zbadaj zbie»no±¢ oraz zbie»no±¢ absolutn¡ szeregu:

∞∑
n=1

(−1)n n

n2 + 1
.

Rozwi¡zanie: Zacznijmy od zbie»no±ci absolutnej∣∣∣(−1)n n

n2 + 1

∣∣∣ = n

n2 + 1
≥ n

n2 + n2
=

1

2

1

n
.

Korzystaj¡c z kryterium porównawczego otrzymujemy, »e szereg nie jest zbie»ny absolut-
nie. Sprawd¹my, czy mo»na zastosowa¢ kryterium Leibniza. Szereg jest naprzemienny.
Czy warto±ci bezwzgl¦dne wyrazów malej¡?

n+ 1

(n+ 1)2 + 1
<

n

n2 + 1

(n+ 1)(n2 + 1) < n
(
(n+ 1)2 + 1

)
n3 + n2 + n+ 1 < n3 + 2n2 + 2n

1 < n2 + n.

Ostatnia nierówno±¢ jest prawdziwa, wi¦c istotnie ci¡g warto±ci bezwzgl¦dnych maleje (i
oczywi±cie zbiega do 0). Z kryterium Leibniza szereg jest zbie»ny. Podsumowuj¡c, szereg
jest zbie»ny, ale nie jest zbie»ny absolutnie.
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Zadanie 4. Znajd¹ kresy zbioru:

A =
{ m

m+ n
;m,n ∈ N, m, n > 0

}
.

Rozwi¡zanie: Skoro m,n ≥ 1, wi¦c

m

m+ n
≤ m

m+ 1
< 1.

Z drugiej strony, bior¡c n = 1 mamy w zbiorze ci¡g elementów

m

m+ n
=

m

m+ 1
=

1

1 + 1
m

m→∞−−−→ 1.

Zbiór A jest wi¦c ograniczony od góry przez 1, i jest to najmniejsze ograniczenie od góry.
Mamy wi¦c

supA = 1.

Z drugiej strony wszystkie elementy zbioru s¡ dodatnie. 0 jest wi¦c ograniczeniem A od
doªu. Mamy te», bior¡c m = 1, w zbiorze ci¡g

1

1 + n

n→∞−−−→ 0.

0 jest wi¦c najwi¦kszym ograniczeniem A od doªu, czyli

inf A = 0.
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Zadanie 5. Rozwi¡» nierówno±¢ ∣∣∣ x

x+ 1

∣∣∣ > x

x+ 1
.

Rozwi¡zanie: Nierówno±¢ oznacza

(*)
x

x+ 1
< 0.

Je»eli x > −1 to jest to równowa»ne
x < 0.

W tym przypadku zbiorem rozwi¡za« jest wi¦c odcinek (−1, 0).
Je»eli x < −1, to (*) jest równowa»ne

x > 0.

W tym przypadku nie ma wi¦c rozwi¡za«. Punkt x = −1 le»y w ogóle poza dziedzin¡
nierówno±ci, wi¦c w szczególno±ci nie jest rozwi¡zaniem.
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Zadanie 6. Znajd¹ promie« zbie»no±ci szeregu pot¦gowego:

∞∑
n=1

5n

nn
xn

Rozwi¡zanie: Mo»emy skorzysta¢ ze wzoru na promie« zbie»no±ci danego przez kryte-
rium d'Alemberta:

R = lim
n→∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ = lim
n→∞

5n

nn

5n+1

(n+1)n+1

=
1

5
lim
n→∞

(n+ 1)n+1

nn
=

1

5
lim
n→∞

(n+ 1

n

)n

· (n+1) = +∞,

gdy» wyrazy tego ci¡gu s¡ wi¦ksze ni» (n + 1)/5. Promie« zbie»no±ci jest wi¦c niesko«-
czony.


