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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz pochodn¡ funkcji f we wszystkich punktach, w których istnieje

f(x) =
∣∣ log |x|∣∣, x ̸= 0.

Uwaga: log to logarytm naturalny.

Rozwi¡zanie: We wszystkich punktach x, dla których log |x| ̸= 0 (czyli x ̸= ±1) funkcja
jest ró»niczkowalna, jako zªo»enie ró»niczkowalnych. Mamy wi¦c

• x ∈ (−∞,−1) : f(x) = log(−x), f ′(x) = 1
−x

· (−1) = 1
x
,

• x ∈ (−1, 0) : f(x) = − log(−x), f ′(x) = − 1
−x

· (−1) = − 1
x
,

• x ∈ (0, 1) : f(x) = − log(x), f ′(x) = − 1
x
,

• x ∈ (1,∞) : f(x) = log(x), f ′(x) = 1
x
.

W punktach x = ±1 pochodne jednostronne (jednostronne granice ilorazów ró»nicowych)
obliczamy z reguªy de l'Hospitala jako jednostronne granice pochodnych. Otrzymujemy,
»e f ′ w tych punktach nie istnieje, bo pochodne jednostronne s¡ ró»ne.
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Zadanie 2. Niech

f(x) =

{
x2 : x ≤ x0,

ax+ b : x > x0.

Dobierz parametry a, b tak, aby funkcja f byªa ró»niczkowalna w ka»dym punkcie (x0 jest
ustalonym punktem).

Rozwi¡zanie: Funkcja musi by¢ ci¡gªa w punkcie �sklejenia�, czyli granice jednostronne
musz¡ by¢ równe

lim
x→x−

0

f(x) = lim
x→x−

0

x2 = x2
0

lim
x→x+

0

f(x) = lim
x→x+

0

a x+ b = a x0 + b.

Musi wi¦c by¢

(1) x2
0 = a x0 + b.

Dalej, korzystaj¡c z reguªy de l'Hospitala, mamy

lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
x→x−

0

f ′(x) = lim
x→x−

0

2x = 2 x0

lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
x→x+

0

f ′(x) = lim
x→x+

0

a = a.

Mamy wi¦c dodatkowo
2x0 = a.

Wstawiaj¡c to do (1) otrzymujemy

a = 2 x0, b = −x2
0.
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Zadanie 3. Znajd¹ najwi¦kszy wyraz ci¡gu o wyrazach

an =
n10

en
, n = 1, 2, . . .

Wskazówka: wyrazy an to warto±ci pewnej funkcji w punktach n.

Rozwi¡zanie: Rozwa»my funkcj¦

f(x) =
x10

ex
, x > 0.

Obliczmy pochodn¡

f ′(x) =
10x9ex − x10ex

e2x
=

x9

ex
(10− x).

Widzimy, »e dla x < 10 f ro±nie, a dla x > 10 maleje (±ci±le). W takim razie

f(x) < f(10) dla x < 10 ∨ x > 10,

w szczególno±ci a10 > an dla dowolnego n = 1, 2, . . . .
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Zadanie 4. Znajd¹ punkty przegi¦cia wykresu funkcji

f(x) = x sin
(
log x

)
, x > 0.

Uwaga: log to logarytm naturalny.

Rozwi¡zanie: F jest dwukrotnie ró»niczkowalna na caªej swojej dziedzinie.

f ′(x) = sin(log x) + x cos(log x) · 1
x

= sin(log x) + cos(log x)

f ′′(x) = cos(log x) · 1
x
− sin(log x) · 1

x

=
cos(log x)− sin(log x)

x
.

f jest wypukªa dla wszystkich x dla których

cos(log x) > sin(log x),

czyli

log x ∈
(
− 3π

4
+ 2nπ,

π

4
+ 2nπ

)
x ∈

(
e−

3π
4
+2nπ, e

π
4
+2nπ

)
,

dla dowolnego n ∈ Z. Podobnie, f jest wkl¦sªa na przedziaªach(
e

π
4
+2nπ, e−

3π
4
+2(n+1)π

)
=

(
e

π
4
+2nπ, e

5π
4
+2nπ

)
.

Ko«ce tych przedziaªów, czyli punkty

e
π
4
+nπ, n ∈ Z

to punkty przegi¦cia.



Pierwsza litera nazwiska 5&%
'$

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Znajd¹ granic¦, je»eli istnieje

lim
x→0

( 2
π
arccosx

) 1
x
.

Rozwi¡zanie: Jest to wyra»enie nieoznaczone postaci 1∞. Przeksztaªcamy je wi¦c( 2
π
arccosx

) 1
x
= e

log( 2
π arccos x)

x = e
log 2

π+log arccos x

x .

Funkcja wykªadnicza jest ci¡gªa, wi¦c wystarczy obliczy¢ granic¦ w wykªadniku. Jest to
wyra»enie neioznaczone postaci 0

0
. Stosujemy reguª¦ de l'Hospitala

lim
x→0

log 2
π
+ log arccos x

x
= lim

x→0

1
arccosx

· −1√
1−x2

1

=
1

arccos 0
· (−1)

= − 2

π
.

Otrzymujemy wi¦c

lim
x→0

( 2
π
arccosx

) 1
x
= e−

2
π
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Zadanie 6. Znajd¹ granic¦, je»eli istnieje

lim
x→3

( 1

x− 3
− 5

x2 − x− 6

)
.

Rozwi¡zanie: Uªamki sprowadzamy do wspólnego mianownika

1

x− 3
− 5

x2 − x− 6
=

1

x− 3
− 5

(x− 3)(x+ 2)

=
x+ 2− 5

(x− 3)(x+ 2)

=
x− 3

(x− 3)(x+ 2)

=
1

x+ 2
.

Mianownik jest ̸= 0 dla x = 3, wi¦c, korzystaj¡c z ci¡gªo±ci funkcji f(x) = 1
x+2

, po prostu
podstawiamy

lim
x→3

( 1

x− 3
− 5

x2 − x− 6

)
= lim

x→3

1

x+ 2
=

1

5
.


