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Zadanie 1. Oblicz catke

Kolokwium 3
17.01.20

/565(2 — 52%)3 da.

Rozwigzanie: Postepujemy zgodnie z zasada, ze za nowg zmienng podstawiamy co$ co
najmniej sie nam podoba. Czyli
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Zadanie 2. Oblicz graniCQ
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Rozwigzanie: Przeksztalcamy wyrazenie
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Po takim przeksztatceniu widzimy, Ze jest to suma Riemanna (po odrzuceniu pierwszego
lub ostatniego sktadnika, ktore i tak daza do 0) dla funkcji f(z) = ﬁ, przedziatu
0,2] i podzialu réwnomiernego na 2n przedzialikow. Punkty ewaluacji funkcji to jeden

z koncow przedzialika. 7 twierdzenia o zbieznosci sum Riemanna dla funkcji ciaglych ta
granica jest wiec rowna calce

/0 V14 3z
Calkujemy przez podstawienie, jak zwykle za nows zmienng podstawiajac najpaskudniej-
sze wyrazenie pod catka.

2
=v1+3x = gtdt:dx.

Liczymy catke
Vo
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Zadanie 3. Oblicz catke

dx
/ (x + 1) (z+2)*(x + 3)%

Rozwigzanie: Jest to catka z funkcji wymiernej i mamy podang faktoryzacje mianow-
nika. Piszemy rozklad na ulamki proste
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Sprowadzajac do wspolnego mianownika, porzadkujac i rozwiazujac uktad rownan otrzy-

mujemy
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Liczymy kolejne catki
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Zadanie 4. Rozwin w szereg Maclaurina funkcje

flx) =/ (z+1)%

Rozwigzanie: Liczymy kolejne pochodne

fl@) = (z+1)
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Mozemy wiec napisaé rozwiniqcie
f” 2 f(n) 3 3 > (2n — H)!!

f) = f(0)+f'(0)x
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Zadanie 5. Oblicz catke
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Rozwigzanie: Przypominamy sobie, ze cot’ z = ——

>—. Mozemy wiec catkowac¢ przez

sin“ x

w/3 T /3
/ — d:v——/ cot' z - xdx
/4 Sin- xr 7/4

/3 /3
+ / cotxz dx
/4 w/4

T T /”/3 cosx
ot -+ —dx
3 4 x4 SINT

czeScl.

=—cotz-x

1

V3

1 = ) /3
%-§+Z+log|smx|‘ﬂ4
%-Z—l—z—l—logﬁ—logL
1
V3

3 4 2 V2

7r+7r+11 3
37173 %y



Pierwsza litera nazwiska

Nazwisko i imie:

Zadanie 6. Udowodnij oszacowanie

Rozwigzanie: Mozemy caltke policzy¢ doktadnie, i nastepnie oszacowaé logarytmy. Inna

metoda to dobraé¢ podzial i oszacowaé calke przez sume gorna. Liczac pochodna zauwa-

zamy, ze funkcja podcatkowa maleje na [—1,0], potem roénie na [0,1], po czym znowu
1

maleje na [1,2]. Widzimy wiec, Ze funkcja jest nie wieksza niz 5, a przedzial catkowania

ma dlugo$¢ 3. Wystarczy wiec wziaé trywialny podzial, sktadajacy sie z jednego tylko

przedzialika, i otrzymag¢
2
3
/ 21 dr < —.
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Jezeli chcemy otrzymac ostra nier6wnosé, to mozemy skorzystaé¢ z uwagi po Twierdzeniu

10.6 ze skryptu (warto$¢ = funkcja przyjmuje tylko w 2 punktach, pozatym jest ostro

mniejsza), albo mozemy r(z)zdrobnié podzial. Zauwazmy, ze dodanie punktéw podziatu
0,1 nic nie da, bo supremum sie nie zmieni. Dodajmy wiec punktl.5. Suma goérna dla
takiego podziatu [—1,2] = [—1, 1.5] U [1.5, 2] jest nastepujaca
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22 32 1w
gdyz maksimum funkcji na przedziale [—1, 1.5] to 1, a na przedziale [1.5,2] to
nieré6wnosc¢ tatwo sprawdzié.
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