
3 . Geometria analitvcuffieł

Wektor w ukła&zie współrzęc*nyeh.
Współrzędne środka odcinka

?..'' 
oi:" sq punktyA i B' ob|icz wspótrzędne i dtugośc wektora Zd, t,larysu, wektor

AB w ukladzie wspótrzędnych.

79

a) A(7,2), B(3, -1.)
c) A( 4, -7), B(1.,5)

b) A(0, *3), B( L, 0)
d) A(-s, 3), B(0, 2)

b) A( -4, O), AE: t3, sl

d) 4(.,6, z.l1), AB= [./t +:, r - z.,E]

3.2' Dany jest punkt A orazwektor AB. onliczwspółrzędne punktu B.
a) A(0,:), IE=Iz,-I]

a t(t!, -a'), aB =l-^,11]

3.3. oany jest punkt B oraz wektor EB. onticzwspółrzędne punktu A.
a) Bi3, z1, nE = [-1, 0j il Bę7,,, nB= [-4, :]
c) B{0, Ą, AB=|3, 2l a1 ,|,!,,1), M:l.1, -"[l\z i L6 I

3.4. Sprawdź, czy wekto ryA,B oraz ó sa równe;
a) A(1,,2), B(3, 6), C( r, s), D(1, 9) b) 4( Z, 6), B(j_,2), C(3,1), D(0, S)
c) A( 2, -1,), B(4, Z), C(7, 5), D(I, _Z) d) A(3, 8), B(_ 4,2), C(J., - LOJ, D(_6, 16)

3.5" Sprawdź, czy wekto ry AE oraz -d sq przeciwne:
a) A(4,3), B(5, Z), C(2,2), D(I,3) b) A(2,5), B(8,.7j, C( 4, 7), D(2, _5)
c) A(2, 7), B(5,8), C( 1"1, 3), D(4,6) d) A( 4,2), B(3, 1), C( .3,1'), D(4, ą\

3.6. wykaz, ze jeśli niezerowe wektory d = Ia,, a,] oraz i : [b,,b,] sq równoległe,
to a.b, - a.rbr= g.

3.7. Korzystajqc z równo|egtości wektorów, sprawdź, czy odcinki AB i CDsq równo-
Iegte, jeś|i:

a) A( 10, -4), B( 7, -2), C(S, 1), D(Ij,, 4\

'l

b) /(0, 2), B(4,0), c(0, 4), D(A,6)
c) A(-a, L), B(3,6), C(L, 3), D(2, 2)

(t \
d) Al ! , rc), sg, zq, cl!, --,), o(1z , \ Z , \6



BO Motemotgko. Zbiór zadań' Klcsc 3

i .i.' Wyznacz Iiczbę m, d|a której wekto ry i = |m2 .1., m] oraz i = L 1, m] sq:

a) rowne b) przeciwne c) równo|egte.

' .-.. 
Dane Sa Wektory: i = L2, --4), i : | 3, 4],ź = v.a, 2]. oblicz wspótrzędne i dłu.

1-
d) :i v+fz

f

środka odcinka AB' jeś|i:

b) A( 3, 1), B(3, 5)

d) A(.'8, z), s('lz,t)

A, będqcego obrazem punktu A w symetrtl

b) 4(6, f), P(3,O\

d) A( 3, -3), P(4, 5)

gość wektora:

a)u+i b)ź-n c)3v

.: ' Wyznacz wspótrzędne

A(A, 4), B( 2, O\,

A(4, -r), B( 10, 9)

,.

ą]

Lt

' 

i'"i. ; '?'. ć]'

l 
. ]. lii'.. obIicz sinus kqta rr

a) i = ['8, G], i=2,0
c) i:tt, 11,;=l2,21

... j.i ;i' ob{icz cosinus kqtr

a) u- lz..lz,!, 
'i= 

to, :

c) i= [ 4,8),i:It,z)

' ..iijl.' Wyznacz miarę kql

a) i:Ii.,2l,i=14, 2l

c) i = [ .6, t], J= 1r, o1

.: iij obIicz długości bo

a) A(^V, L), 8(L, L), C( ,

d A( 4,-z"Ę),s(z, 2^'l

c) ,a(.,6,.'6), a(g, .,6), r

d) A(0, :1, s(:",6, O), C(

.'. ..i.". Wykaz, ze przekqtr
--..,^-^1,^+^ ;^/l;.L4VVUT UNqtd, JC)il,

a) A( 4,1,), B( 2,3), (

b) A( B, CI), B( 1., r), (

c) 4( 8, 3), B( 3,2), (

d) A( 7, 7), B(7, 7),

.:'..;-.. Wyznacz współrzędne punktu

środkowej względem punktu P, jeś|i:

a) A( 3, O),P( 1',2)

c) A{0, f\, P( 2,1)

:i..t.,j. Wyznacz wspotrzędne punktów podziatu odcinka AB:

a) na dwa odcinki rowne1 dtugości, jeś|i,a( 3, 4\, B(2, 7\

ll n. .,tur.y odcinki rówńei dtugości, jeś|i A( 5, -7), B(3, 5)

c) na trzy odcinki rownej diugości, jes|\ A(f ,' 3), B( 10, 3)

dl na sześć odcin|<ów równejdługości, jeśliA('.I,3), B(5, 15).

:l.l.::.Danesqdwawierzchotkirówno|egtobokuABCDipunl<tPprzecięciaSięprze-
kqtnych'obIiczwspótrzędnepozostatychwierzchotkówrównoiegtoboku,jeś|i:
a) A(-3, 5), B( f ,-1), P(3, 1) b) B(4' -2)' C(z'l)' P( I'2)'

Narysuj równolegtob ok ABCD w układzie wspótrzędnych.

]].]lll.DaneSqtrzywierzchołkirownoległobokuABCD^obIiczwspółrzędneczwarte-
go wierzchołka oraz wspótrzędne punktu P przecięcia przekqtnych, jeś|i:

a\ A{Ą,1.\,8(2,6),C( 8,3) b) A(-5, -2\,B(3,1),D( 2,5).

Narysuj równoIegłob ak ABCD w uktadzie współrzędnych'

ob|iczwspotrzędnepunktu5przecięciaśrodkowychwtrótkqcieABC,jeś|i:
a) A(0, 0), B(9, 0), C(0, 6) b) A( 4' O\' B( 2' s)' C(0' 2)

c\ A( 2,1\, B(I,2), C(4,0) d) A( 4' 6)' 8(2'-11)' C(5' 5)'

.:l1.ll. p.n" sq wektory u

w prostopadtych, jeś|i.

u - 12,51, v- [Jza, s
-r-r'tu - l2rl3, 91, v - [9, .

t^luu-154, fa),v-l-
I4

t-a]1Lu-lfa, l,v-l--! sl L2

ro

dJ

hl

d)



3. Geometria analityczna B1

3.l.7" onticz cosinUs kqta a

a) i : IznĘ, u,l = 1o, .s]

c) i:[ 4,8],i:[t,z]

Kqt między niezetowymi wektorafrni
3.].6. ooticz sinus kqta cl utworzoneg o przezwektory i i i, jesli.

a) i = [.'6, J6], ł:7z, o1 b) i= ['3, 4],/= 1o, s]
c) J = Ii, -*rl,i = y z, zl d) i : [L2, _-s],/ = 10, s1

utworzonego przez wektory i i ł, i"sli,
b) i= [-,lś,z],i= [.,6, o]

d) i= IG, z"lż], i : [z'lż, ą]

3.18. Wyznacz miarę kqta a utworzonego przezwektory i ii,1e<ti.
a) i : [1., 2], i :14, 21 b) i= [ 3, 3], i : Iz','o)
,) i : I JT, r], i: 1r, o1 d) i= [_.,6, _r], i :[z^11, _z]

3.].9. oblicz długości boków oraz miary kqtów trójkqta ABC, jes|i:
a) A(-7, 1,), B(1, -1,), C( Z, 4)

q Ą-+, -z,l1), s(z, z.ls), c(-+, +^ls)

C) 4(.6, .6), a(:, €), c(s + .,6, 3 - .,,6)

d) /(0, :;, a(:16, o), c(-:.,8, o)

3.20. oane sq wektory J i 7. wsl.az pary wektorów równoległych oraz pary wekto-
rÓw prostopadtych, jeś|i:

a) i=12,sl,i:[rln,sO]
t-

n; u-[zJ:, s],i-[s,"t]
o e R-{O}

e R-i0]

3.21.. wykaz, ze przekqtne czworokqt a ABCDSq prostopadte' Następnie obIicz po|e
czworokqta, jeśli:

a) A( 4, L), B(-2, 3), C(-4,5), D(_6, 3)
b) 4( 8, O), 8(_L,1.), C(4,6), D(_3, 5)
c) 4(-8, 3), B(-3,2), C(0, j.1.), D( g,8)
d) A(-7, 7), B(7, _7), C(4, 4), D(-4, 4\

c) u --[3o, -2a], i :lg-, -q1L4 6l
a) i =lzo,;] ,r= 

[_;, 
,],"
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3.22. Wyznacz wszystkie wartości parametru a (a e R), dla których Wektory

i _-|a, 2]i v =| 4 a, o] sq równo|egłe.

3.23. Wyznacz wszystkie wartości parametru a (a e R), d|a których Wektory

i =|a -2,3]ił =|a - 2, a2 +2a + 41sq równo|egłe.

t 1l
3.24. Dane są wektory i = Ll,2],i = [3, -6], i =|o, -1] *u,"'cz wartość para-

metru o, jeś|iwiadomo, żewektory7=(o+r) .J+ i i i,sqprostopadłe'

3.25" oane sqWektory i:|z,-t],ł=| f ,5],i=Ll,-2l. Wykaż, że jeś|iwektory p

ii = a. i - a.J, sq prostopadłe, to tLb+ 5o = 0.

3.30. oane jest równa
oX, jeś|i:

a) k:y=X-L

d) k:y:-x+2

3.31. Wyzn acz rownar
chylonej do osi OX pod
a) P(0, 0), a = 135o

d) P(3, 4),a=45o

3.32. Wyznacz równan
odciętych kqt o mierze d

a) k: y :3x t I, 4(1,6, -'.

3.33. Dany jest trójkqr r

a) długość środkowejA.
b) równanie kierunkowt
c) współrzędne środka r

3.34. W trójkqeie ABC
iwektor gf = 1-s, ł1' w1
się boki trojkqta ABC.

3.35. W trójkqcie /BC p

boku BC. Wiedzqc, że A,
prostych, w których zawi

Równanie kierunkowe prostej

3.25. Wyznacz wspótczynnik kierunkowy prostej przechodzqcej przez punkty A i B,

jeśli:

a) A(2,-3),8(6,1) b) A( 4't\'B(f'l\

| ą \ r 1 \ , ,. 1\ (1' l]
c) | -:-, -1 l, al -;, 8I d) Al :' 1: l' Bt ''-
'\ 4 ) \ + | '^[8'-z)'-\4' 2]

3.27. Prosta / przechod zi przez punkt A, a jej współczynnik kierunkowy jest row-

ny rn. Wyznacz rownanie kierunkowe prostej /, jeś|i:

a\ m =-3, A(5, 6) b) m = f' A( ta' rz)

,|) , = !,, oę,, n1 d) m = 1, o?o, 
',)

3.36. W trójkqcie ABC d

I 1 1\
sl 3:, - 1: /. obticz mra\ 3 3)

3. 28. N a p i sz rów n a n i e ki e r u n kowe p ro stej o ii" :h " 1'.1.?, l'''".1 
p u n kty A

a) A( 10, 58), 8(2,22)
c) A(-10,7), B(5,-3)

b) A(-8, -95),B(Ą,25\
cl) 4(-6, -f), B(f4,4)

3.37. Dwa w|erzchołki
1orownaniuy=,(x 4),
4

3.29.prostaprzechodziprzezpunktyAiBPodaj(zdoktadnościqdojednegostop-
Ió ńnr"* kqta nachy|enia prostej do osi oX, jeś|i:

a\ A( 4, Ż), B{I,8) b) A(5, 6\, B(9, -4\

,lOttr,-S),4(O,fS)d\A(2'-3)'B(1"-I9)

boli. Wyznacz współrzęd
warty tego trójkąta ma IT

u &m.*&ił,&,łro#łt-



3. Geometria analityczna

3.30. Dane jest równanie prostej k. Podaj miarę kqta nachy|enia tej prostej do osi
OX, jesli:

a) k:y=X.I b) k:y:.,lir+"Ę Ą k:y:I -Jir
d)k:y= x-r2 e\ k:v:-J', 1 ., 3-2Jlx

3t- 
' 

t) k:Y

3.31.. Wyznacz równanie kierunkowe prostej k przechodzqcej przez punkt P ina-
chy|onej do osi oX pod kqtem a, 1eś|i:

B3

3.32. Wyznacz równanie prostej l przechodzqcej przez punkt 4, ktora tworzy z osiq
odciętych kqt o mierze dwa razy większejod kqta, jakitwor"zy z tq osiq prosta k, jeśli:
a) k: y - 3x t I, 4(1.6, 1) b) k: Y = 0,5x + 3, 4(6, 8)

a) P(0, A), (r = L35"

d) P(3, -4),a=45"

b) P(0,6),c:3A"

e) P(-2.,,Ę,5),a:60"

c) P(4,A),a=120"

f) Pbl6, ,Ę), o = 150o

1). Wyznacz:

2), środek E(0, 1) boku AB
prostych, w których zawierajq

3.33. oany jest trójkqt o wierzchotkach: A(.4, 3), B(4,-5) i c(8,
a) dtugość środkowej A5
b) równanie kierunkowe prostej zawierajqcej środkowq 45
c) wspótrzędne środka cięzkości trójkĘta ABC'

3.34. W trójkqcie ABC dany jest wierzchotek,4( 6,

iwektor aĆ= [ B,4]. Wyznacz równania kierunrorve
się boki trojkqta ABC.

3.36. W trójkqcie ABC dane sq:
t 1 r\

sl :-1 , -1: i ob|icz miarę kqta1 ą ą]

3.35. W trójkqcie ABC punkt K( 5, 1')jest śnodkiem boku AC, zas punkt t - środkiem
boku BC. Wiedzqc, zeAk = fi.,6l oraz kL = [8,4], wyznacz równania kierunkowe
prostych, w których zawierajq się boki trajkqta ABC.

A( 3, -3), As : t./ ,0] oraz środek ciężkości

rozwartego ABC tego trójkqta.

3.37. pwa wierzchołki trójkqta równoramiennego ABC zna1dujq się na paraboIi
1..

o rÓwnaniu v : ;8 4)2, zas trzecim wlerzchołkłem trójkąta jest wierzchołek para-

bo|i. Wyznacz wspótrzędne rvierzchołków tego trój.kqta, jeś|i wiaclorno, ze kot roz-
Warty tego trójkqta ma miarę 120o.



T
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Zbiór zadań

Równanie ogólne prostej

równanie prostej k w postaci ogolnej:

b) k:Y=-'*5
4

x-I x+f
c) k:Y* -f =-T

dwapunktYPiQ

MotemotYko
Kloso J

3.39. Wyznacz równanie ogó|ne prostej

a) A(0,8),8(2,4)

c) A(-3,2),8(4,9)

;3"38" Przedstaw

x If-x
^\ lr'-=-o/ r\. ^ IJ5

k, do której należq punkty A i B, jeśli:

b) A(3, -4\,B(tL,-4)
d) A(-2, 6\, BlJl,-3'.,0)

3.40. Wyznacz rownanie ogolne prostej k przechodzqcej przez

(skorzystaj bezposreoi'" ' 'j*"."ia 
ogoInego prostej), jeśli:

a) p(0, -4), e(3, 1) 'iJ o(G' :)' o('6' s)

c) P(2,2), Q(-1,0) d) P(3' 1)' Q(-1' -7)

3.41""Wyznaczrownanieogó|neikierunkowe(oi|eistnieje)prostejkprostopadtej
i" *"o.,. j i przechod zqcej przez punkt P, jeś|i:

a) i : |-1, z), P(3,'Ą\ b) j = [6, -1"), P(z,s)

c) i = [5, o], P(-7, 8) d) ; = [o' -3]' P(If ' -9\

3.42.Wyznaczwartośćparametru,p,dlaktórej 
proSte k,!,m^przecinajqsięwjed-

nym punkcie, 1eśli: k: x + y + I=o, l: X + p =o, m.,3x-y -9 =a.

3.43' Wyznacz warrość parametru T: 1l. 
której proste: k _ prostopadła do WeKtora

u =12,-31 i przechJ#;;t;' punrtt P(-1' 6) araz p" x + v -5 = o

i n., -x + (m + f)fy -i=, przecinajq się w jednym punkcie'

3.44. o|a jakiejwartości pararnetru m proste k''mx+(m+4\y -5=0oraz

t: (m + 1')x - my- 10 = ó przecinajq się na osi odciętych?

3"45. Dla jakiejwartości parametru rn proste k,'x-my + m+Ą = 0 oraz

l: fmx + y - m- 1 : O przecinajq się na osi rzędnych?

3.46. Podaj miarę kqta, jakitworzy zos|qoXprosta dana rownaniem ogó|nym:

a)x'y'7=o b) J1'v-90=o c) *'-'^'+1--0

O) ^.Ex-3Y+15=o 
e) x-t'6=o f) 

'-':o

3.47. oblicz pole trójkqta t

k prostopadtq do wektora l

3.48' W prostokqcie ABCI

znacz równanie ogó|ne pro:

domo, ze wierzchotek/ na

3.49. W trójkqcie równora

oraz wektorY Ćó = [ 6,4] i

wadzonq z wierzchotka C. \

się boki tego trójkqta.

Kąt między pro

3.5s. oane sq równania o

wiedź uzasadnij.

a) k:2x-3Y+6=0 l:

b) k: 3x-4=0 l:,
c) k:7x+21'Y 3=0 l:s

d) k:2x+7=O l::

3"51'. Napisz równanie og

a) k:3x zy+nll-0IPrz
b) k:4x+9y=0iPrzecina
c) k:2x 11 -- 0 i Przecine

d) k:y 5:0iPrzechodz

3 52. Dane są równania .

padłe? odpowiedź uzasad

a) k: 5x + 3y -2:0
b) k: 5x +7 =O
c) k:4x 20Y + 30 = 0

d) k: 1x-IV+1-0'34

3.53' Napisz równanie o1

a) k:5x-y+3=0iPrzec



3. Geometria analityczna
B5

3.47. Oblicz pole tr,
kprostopadtqoo*"Ól.[Q,.lu;:'"il:1,ĘT""Jil#li:"[:ff 

11;:i|.,,*prostq
3.48. W prostokqcie ABCD danesq: Wierzcho łek C(2,4) i wekt )z,nacz rownanie ogólne prostej zawie,ujq.u] przekqtnq 4Ctego 

'xi?;J,i"il;#].
oomo, ze wierzchołek4 należi d" o;";.";; : x - y - 4 = Q.

3.49. W trójkqcie rór
oraz wektor y Ćó = ,-:,,;,iI;:,,,:::? |ncl= 

/Bcl) dane sq: wierzcho tek C(-6, 2)

ff i:T?;ffi ;:lF;',;;;"::;;::f :,:ilfl lT:JI,'.TT.nJf :[, 
j:ffi 

?:;;

Kąt rniędzy prostymi

i;3,'' 
"'jl]Jnu,|u'n.n'. 

ogó|ne prostych k i l, Czyproste k i t sqrównoległe? odpo.
a) k:2x.3y+6=g l:.x+I!y 2=o
b) k:3x-4=O l:Zy+S'=O
c,). k:7x + 21y - 3 = g l: x'_ 3y_ i= Od) k:2x+7=O /:3x_!=6

3'51'. Napisz równanie ogó|ne prostej / równoległej do prostej;a) k:3x - 2y + ,l1= O i przechodzqcej przez punkt P(-1, 1')
:] F..:, 

* 
?y = 0 i przecinajqcej oś bi'.o"",..ie P(0, 5)c) k:2X - ].]. = O i przecinajq.ui os ó" * I".o. ie P(-4, o)

d) k: y - 5 = O i przechodzq cej przez punkt p(l, yĘ|

frii1:l'uo}u,JlJ.Hfng;rnu 
prostych k i t. Czyproste k i t sqdo siebie prosto-

a) k:5x+3y-2=O
b) k; 5x + 7'= o- 

: 

^:,t::::, 
+ 10 = o

c) k:4x-20y+30=o,.1ś,Ii"-,=,
d)k:-?x-1,-.t-

3 ą,|!-o |:1.,5x 1.!^,',!=o
3'5"

3.53' Napisz równanie ogó|ne prostej / prostopadłej do prostej:a) k: 5x - Y ł 3 =O i przechod zqcej przezpunkt P(-1., 2)
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b\ k.'y'ł 4 = 0 i przecnodzqCej przez pUnkt P(-J7, lE)

c1 r:.rcr 7 = O i przechodzqc ej prlez punkt P(3, 8)

d) k: -3x +2y:0 r przecinajqcej oś 0Yw punkcie P(0, -2)

3"54' onticz brakujqce wspótczynniki w równaniu ogólnynr prostej /, wiedzqc, ze:

a)prosta/:AxZy+C-=0jestrownolegtadoprostejk:5x+L4y1=0iprzechodzi
przez Punkt PG , A\

b) prosta l,' x+ By+C:Ojest równo|egta do prostej k: 3x+ 4y 5=0 i przechodzi

pnzez punl<t P(1, -3)
c)prostal'.3x+By+C=0jestprostopadladoprostejk:-fAxt13y7:0iprze-

choclzi prtez paclqtek uktadu wspótrzędnych

d) prosta !: Ax + y + C : Ojest prostopadta do pros tei k:2x + 4y 13 - 0 i przechodzi

{t -)
Przez Punkt '\1' ' )'

s"55' Wyznacz liczbę m, d|a której prost e k orazi sq równoiegte, jeśli:

a) k:{m 1)x+ {m+IiY 5m:O l:3x 2'Y+4=o

b)k:3mx+4\)/ 8:O l"(m+3)x+ZY 9=0

3"5s. Wyznacz Iiczbę n, dIa |<torej proste k | / sq prostopadte, jeś|i:

a)k: x+{.za-1-)y 
'10-0 t:(a+1)x+fy+8=A

nj i., ax+{3-a)y+6=a /:(o+1)x+y+f:a

3.57" tla Podstawie danYch z

naniu ogó|nym prostej /:

rvsunl<u ponizej wyznacz wspotcz-vrrniki A' B w row-

$.5:s. Wyznacz równanie o1

a) A{ a,5), 8(6, L)

c) .4( L, -2),8(3,2)

"{.F;$, Dane sq punkty A(1,
i przechodzqcej przez punkt

od|egty od punktów A i B. \^

-$"Ę.{}. Punkty A(1, !), B(3,

rzędne środka okręgu opisa

::i.Ł1. obIicz odlegtość śrc

4(L,7), B(-5, 1.), C(7 , 5), oc

3.t'2. Wyznacz współrzęd n

dem prostej k:5x + 4y 20

..}.{3" Dwa boki równoIegło

il:x+fy+5=0.Punkt:

Wyznacz równania ogó|ne
tego cZWorot(qta'

3"6'{. Punkty A( 2, 1-) oraz
jest zawarta w prostej o rów
wierzchotkóW tego rombu.

3.65. Jedna z przekqtnych I

dzqc, Że A(I, '3), WyZnacZ W

3.66. W trójkqcie ABC d,ar

rÓwnanie prostej, w której
chotka C.

3.67- Dwie wysokości trójk
|:x+y 1:0.Wiedzqcpo
w kiórych zawier.ajq się boki

S.68. Punkty A,( 4,4), B(4,
pu n|<tern przecięcia wysoko
wierzchotka C.

b)

d) k\t lr
l3
tr.'6 l.ł

--++--t:
I

-:{*-'-;--*

t'



3. Geom et ria ana li tyczna
B7

j;'^i-łl]i 
3i-,, ir ^ " ^,e 

ogó l n e sym et ra l n ej od ci n ka A B, j e śti :

c) A(-1', -il,bl',Ll '.j. 
3] i[i;|bi,łi,|,,,

3'59. Dane sq punkty o(:, o-), oraz B(5,2). IrJa prostej k równoiegłej do prostej 48t przechodzqcej przez.pun kt P(4, ąl *i,nłł,współrzędne ounł* ., który jest równood|egty od punktów A i B. Wykaż, ," i,oiit,u, ABC jestprostokqtny.

lł'h i::5il i.u,.**',, ;iii; i l-3.;] .i il ;Łil"JL: 
h oł ka m i t rój k q ta . W y z n a czws p ół-

odległość środka ok
!, C (j,- 5 ), od ; ;"' o.,.1.i!*jiJi ii-"j?,.'11u|;; 

ou.' * o wi e rzch ołka c h :

j;fł;,l,,]li^o-,i'-ofl)]-1xT o",,'o.u Q symetrycznego do pun|<tu P(*1, -4)wzglę-

3.63. owa boki równoległoboku zawierajq się w prostych k; 5x 2y - 1.3. = oi l: x + 2y + 5 = 0' Pullkt 
'(,,:) 

jest sroclt<iem symetrii tego rownoległoboku.

,:J:xx"l:ił:nia 
ogólne o)",.*i, w których zawierajq się clwa pozostałe boki

3.64. Punktv A(-2, - 1-) or'az D(2,2)sq wierzchotkami rombu, którego przekqtna 4Cf':;:ffi:#.[:'::''",::- n",,io , ]'i-,= 0. Wyznac. *,pJjl,ęone pozostałych

]:9|.',"9,1. z przekqtnych kwadratu ABCD 
'dz qc, ze A ( 7, - 3), * y, n 

",, ws p ó trz ę d n e -' Jxf:ffi }: }'i :: T:] 
j 

; 
jJ*L: j;.i" l

ABC dane sq: A(2, t), lE = [7,3l oraz Bć = [.6, I]. Wyznaczw której zawiera się wysokośj i,ojr.q.. olp,.ow.o.on a z wierz-

3.67. nwie wysokoścl trójkqta ABC zawiera.
|: x + y r : o. wi"o..;;;;;;;',!i,,.łĘs|ę W prostych k: 5x - 3y +5 = 0 oraz
w któiych ..;";;j; Jłi5fl .x!illi] łu*;^,, 

,,,wYzn|acz 
'ń*nun', ogólne p,o,.y.ń,

3.68. Runkty A(-'4, 4), B(4, O) sę wierzchotk

ilJj:iT,ij:cię.ia 
wi,ot.ości tego .,u,oui..ilij::,łi,^-ff 

,;,i,i:::,I:*,.iliiT

3.6L. obticz
A(1,,7), B(_5,

3.66. W trójkqcie
równanie prostej,
chołka C.



f
Matematyka. Z 

-"'ZYtsY 
KLtS 3'

BB

3".65j.punktyA(f,-3\iB(5,1)sqwierzchotkamitrójkqta.ł|^!^|ot<BCzawierasię
w prostej k: x + fy - -l, 

=' ł,,i^łeiojrowa lru zawiera się w proste j m: 5x - y . 13 : o.

Wvznaczrównanle",u.""o.,tej,wktórej,awier,sięwysokośćtróikqtapoprowa-
dz.ona z wierzchotka C'

];.l7{']ł, Punkty A(0, -5) oraz o(-a, -r|;.1 kolejnymi wierzchot|<ami trapezu rowno.

ramiennego ABCD,Którego osiq symetrii i*ipi"'t. : .:Y.:li,: x + fy = 0. oblicz

wspótrzędne pozosratych wierzchotkó* ol..l ltugose odcinka łqczqcego środki ra.

mion tego traPezu'

:.{'?1" Wyznacz miarę kata ostrego, jakitworzq dwie proste k i l o rownaniach:

a) k:x- 8=0 orazI"x-Y-200=.0

b) k: y= x- 1o oraz l" Y --\z -G)x + rs

3.,r.Ż.Wyznaczmiarękqtarozwartego,jakitworzqdwieprosteki/orownaniach:

^) 
t,, -= 3x +5 oraz l" Y = -f* 4

;i

ii',;l;lWyznaczrownaniaprostychprzechodzqcychprzezpoczqtekuktaduwspót-
rzędnych, które tworzq z piostq k: fx - y + 5.= 0 kqt o mierze 45o.

3..'łlj." Wyznacz rownania prostych o,'::|:;3:ych przez punkt A( 2, 4), ktore two-

,,i ' ol.o'.u k: -3x + fy + ]. = 0 kat o mlerze 4)

3.j/5' Wyznacz rownania prostych przechod^zq.l:n :::::czqtek 
uktadu wspot-

rzędnych, r.to," t*or..l, or"'.u 
,p: 

J3 x - y + 2= 0 kqt o mierze 60o.

*-7o" Wyznacz rownania prostych przechodzqcych przez punkt A(1, -1), ktore two-

rZq Z prostq k: x - y+ ]- = 0 kqt o mierze 30o.

'u'3,"łv "Trojkqt ABc jest rownoramienll, * ktorym IACJ = lBCl Podstawa AB zawiera

się w proste : t,, z, --ii *35 = 0,,uś *^uę sczawiera się w prostej t: 5x - fy - 19 = 0.

Wyznacz równanie pioste1, w której zawLr. się bok AC tego tro]kqta, jeśli wiadomo,

że,punkt P\-f ,o) należy do boku AC.

Gł.B'E'cg**6c gsmatkl

dę:*,a** gx*,a 
E}, }i * s.Ł.Ę/i g}

l..?:łij:. 0bIicz odlegtość punl

a) k:x 7 :O
c\ k:7x Y + 17 =0

ą.:r !}" obIicz odIegtośc mięt

a\ k:x+Y+2:O l"x

b) k:x+6:0 l:5;

c) k:2x Y+3=O
d) k:5y +7 :O

t:

t:3

-:ł.ilji,i" Wyka Ż, Że prosta k:2

m.2x y + 9 :0 oraz n" 2x

3..lłt, Figura F jest Sumq d\

3x 4y 2 - 0. Sprawdź, cz

a) k:3x 4Y+6=0
c) n:3x 4Y+14=O

i :3. Dana jest Prosta k: I

której od|egtość punktu P c

a)1 b)1s

.Ę;:s. Dana jest prosta k:

punktu P(a,3) od Pros.tejk
a\2 b)0

3,S4i Dana jest Prosta k:'-
w od|egłości 2r/5 od prosl

a\ P(1', a\ .P) Pl

3 [35= Dany jest trójkqt AE

a) równania ogóIne prost'

b) dtugości wysokości teg

3.ffi6" DanY jest traPez AE

a) Które boki trapezu sq r

b) oblicz dtugość wysoko



Geometria analt

odległość pun*ktu od proste.J" $d*eEłość rniędzydwierna prostymi równoE*gfumo... 
*'tr:.t

3.78. obIicz od|egłość
a) k:x-7 =O
c) k:7x-y+1,7=O

i'11i:::TH:T:1 !,*?,ro-,!,,|,'3 
= O. Wyznacz liczbę o, dla której punkt P |ezy

'al P(1, a) ..b' ppa, ai c) p(a, 2a) d) p(a + 2, a _ 1,1

l.1?:,?::y 
jest,trójkqt ABC,'gdzie A(-2, 3), B(-2, 2), C(2, o). Wyznacz:a,; rownania ogó|ne prostych zawierajqcy.ń nołi.ó" i,jń.."'.'b) dtugości wysokości tego trójkqt a'

3.86. Dany jest trapez ABCD, gdzie A(3, _2), B(3,
:J llóre boki trapezu sq równoległe?.odpowiedź
b) oblicz dtugość wysokości ."goir..ou.u. 

-.

punktu P(-2,3) od prostej k, jeś|i:
b) k:y+1=0
d) k:3x+4y+5=O

3-79. oblicz odległość między prostymi równoległym i k i |, jesli:a) k:x+y+2=O t:x+y_4=O
b) k:x+6=0 t:5x_1"0=O
c) k:2x-y+3=O t:- 3x+.J.,Sy_ 2=Od) k:5y+7=O t:3y_20=O

3.8CI. Wyka z, ze prosta k^: 2x | - 1 =0 jest równo oddalona od prostychm: 2x - y + g = O oraz n: 2x _ y _ 1,1,_ 0.

3"8l." ligura F jest sum,q dwóch prostych o rÓwnaniach: 3x 4y + 14= 0 oraz
ii o|!;j^;| u':.;'o', 

c,y pod.n, ń;; jest osiq symetriitej figury, jeśli:
c) n:3x-4'y+iolo b) m:4x+3Y+5=o

d) p:2x+y_I:O
3,82. Oana jest prosta k: 4x _ 3y + C= 0 orktórej odIegtosc punr.iu P od prostej /. j",. ,.;;::nkt 

P(-1, 1-). Wyznacz liczbę C, dIa

"q)1.

3:&3.
pu n ktu

--a) 2

b) 1s c) 0 d) 
"Ę

Dana jest prosta k: g.:

P(o,3)od prostej -#ź'JJ ,, 
=,,Wyznacz |iczbę a, d|a której od|egłość

b)0 c) 13 d) 10

3), c(0,4), D(_1.5,4).
uzasadnij.



qn Materł.lot'vka Zbior zaclan' ł1]c'"-3 
-

:] .] Na osi oXwyznaczpunkt P, ktory jest równoodIegty 0d prostvch

k:x yr 3:Aorazm"lx+Y 1:O'

,NacsioYvlyznaczpunktP,któryjestrównoodIegłyocplostycn
k:2x + Y t:0 oraz m" 1-Lx fY 'r 1" = O'

" Wyznacz rownanie prostej' do ktorej nalezy punkt P(1' 1) i takiej' ze odle-

gtość punktu Q(8, 2) od tej prostej wynosi 5.

JWyznacZrownanieprostej,doktórejnależypunktP(.6,15)itakiej,żeodIe-
gtość punktu Q(4' 5) od tej prostej wynosi x-0.

|..-',Wyznaczrownaniaprostych,wktórychzawierajqsięd-wusiecznekqtó'w,pod
jakimi przecinajq się proste k:Ąx+7y +1'=ai m.'1-Ix fy'+ 7 =a.

Wyznaczrownanieproste.!,zawierajqcejdwusiecznqtegokqta'utworzonego
przez proste k: x + 3y -1 : 0 oraz m..6x - zi.* i -.0, do obszaru lttorego na|eży punkt

P(3, 1)"

I :'r' i" '

ob|icz po|e trojkqta o wierzchotkach A(1, 1-\, B(3,5), C( 1, 3}.

Bo|<i trojkqta zawrerajq się w prostych o równaniach:

3x y. 9 =o,2x + y I=o, x+ y- 3 = 0. oblicz pole tego trojkąta"

Wrówno|egtobokuABCDdanesqwierzchotki:A(2,4),8(6,3),C{4,1).ob|icz:
a) pole tego rownolegtoboku

b) wspótrzędne wierzchołka D

c) miarę |<qta rr u.*ol..on", o przez wektory Ak i ai, gdzie K _ śrocjek boku BC,

Ł - śrocek boku CD.

Prostak:3xy3=0przecinaparabo|ęorównatriuY:xffx+3WpunK-
tach A i B.

a) oblicz współrzędne punktów A i B.

b) ob|icz po|e trojkqt a'ABW,gdzie W jest,wierzchot|<iem par"abo|i.

.j out'.' odiegtość pun|<tu l# od prostej k.

. 
N|a nłaszrzvźnio I

poprowadzofio prostq 
'

punkt E, aby poia tró1kq

I :.:it," Punl<ty A(6,2\ i (
w którym AC = BC,wy
k: x iz - 0" Oblicz:
a) wspótrzędne wierzclr

t,.,:',,':,,. Na osi OY wyzni
B(8, 1), było równe 32.

. .r;.llil Na osi 0Xwyzna
byto równe 12'

.. .ll.:'i " Na prostejko ró

ABC, gdzie A( 4,I), C(4,

' ]''.l... W romł:ie ABCt
chotki A(1,, 1,) i C(3, 5). \

. i.:..;.:i] W trójkqcie pros

rzędne A(4, 5) i C( 8' ]

tt.ójkqta ABC jest równe

l,t-',,, .''. '.], .,'

Nf -^;-- ^^-+-A l,-] !\oP|)ć pU)LdL \c

jeśli:

a) 5(0, A), r - 4

c) 5( 1, a), r:
e) 5(4, 3), r =

r (r - 0)' Podaj wspÓtrzęc

a) x2+y2=1
c) (1+ x)2 + (2 y)2 =25

1

!
f
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3.97. rva płaszczyźnie dane sq pUnkty; A(1.,2), B(5, 4), C(3, 6),D(0, 8). Przez punkt Dpoprowadzono prostq k prostopadłq do prostej AB. Wyznacz na prostej k takipunkt Ę aby po|a trójkqtów ABC i ABE byty równe.

3.98. punkty 4(6,2) i C( 4, 4) sq wierzchotkami trójkqta rówrroramie nnego ABC,w którym lACl=|BCI, Wysokość poprowadzona z wierzchotka Czawiera się w prostej
k: x - y: 0. oblicz:
a) współrzędne wierzchotka B b) po|e trójkQta ABC.

3.99. tva osi oY wYznacz taki punkt C aby po|e trójkqta ABC, gdzie A('2, 4),B(8, -1.), było równe 32,

3.1.00. Na osi oX wyznacztaki punkt B, aby po|e trójkqta ABC, gdzie A(2,-3), C(6, 3),było równe 12.

3'101. Na prostej k o równani u x - 3y -3 : 0 wyznacz punkt B tak, aby po|e trójkqtaABC, gdzie A(-4,1'), C(4,8) było równe 35.

3"3.02. W rombie ABCD, którego pole jest równe 10, dane sq przeciw|egłe wierz-chołkiA(1, 1) i C(3, 5). Wyznacz współrzędne pozostałych wierzchotków rombu.

3"103. W trójkqcie prostokqtny m ABC (l<ABCl= 90o) dwa wierzchotki majq współ-rzędne A(4, -5) i C(-8, 5). Wyznacz współrzędne wierzchotka B, wiedzqc, ze poIetrójkqta ABC jest równe 61.

Równarrie okręsu'
3.isql Napisz postać kanonicznq
ieś|i:,
a) 5(0, a), r = 4

c) 5(:1, O), r = I
1

e) S(4, 3),r= -
a

NierówgTo"sć mp*l:ł-a$ąca keiło
równania okręgu o środku S(x,, y) i promieniu r,

b) s(o ,4), r = Ę
d) s( L,2), ,: ./1

f) s(- 
"4, 

,..6), ,= s

3'185' Poniższe równania opisujq okrqg o środku w punkcie S(x,, y) i promieniu
r v >.0).Podaj współrzędne środka ot<ręgu i jego promień, jeś|i:
a) x2 + y2 = 1 b) (x - r), + y, ='2,25c) (1 + x)2 + (2 - ń2 :25 .di t-" 3), + (.1 - Y)2 = B.J'



Matematyko. Zbiór zadon. Klasa 3,92

'$"1{'}p. DanejestrównanieokręguWpostaciZredUkowanej..x2+y2+ax+by+,=,?,( a ol
gdzle a2 + b2 > 4c. Wykaz, ze środek tego okręgu ma wspótrzędne 5[-', -,),

a' br

a dtugość promienia tego okręgu można ob|iczyć Ze WZoru: r, = Ą 
* o -,,

3.l'Js"Korzystajqczwłasnościomówionejwzadaniu3.1.o7.,WyZnacZwspótrzędne
środka i długość promienia okręgu:

3"3fib" Wyznacz wspótrzędne środka i

a\ x2+y2-2x-4Y-4=o
c) x2+y2+6x+1'OY+ 33:0

Ęq
e)x'-y'x O,5Y --O

3.11i-. Napisz
cie 5, jeś|i;

a) A(3, 4), S(0, 0)

c) A(3, 10), S( 3, 2)

znajduje się na prostej k, jeś|i:

a) k: Y : -fx - 2; A(5, 1'o), B(3, 1'2)

c) k: y =fx + 4; A(3,0), B(4, 1)

promień okręgu opisanego równaniem:

b) xt +Y2+IOx+f4-O
d) xt+Y2+4x+8Y+16=0

f) x,+y,-z^,Ęv 6=0

11
v - ż x 1'- ; A(6,4), B( 1, 3)

a

Y=x 5;A(7,4\,8(5, 12\

..}.314. Dany jest okrqg
będqcego obrazem okrę
a) O(0, 0) b)

],1"l.5 Dany jest okrqg
cego obrazem okręgu o'
a) k:x 4=O b)

* l 16. Na pisz równa nie
wzg|ędem prostej k: x
chotkami sq środkitych r

1 it7. Napisz równanie
or'.x2+y2-2x+4y+1=

*.11s. Dany jest okrqg t

go obrazem okręgu o w 
1

a) i: [-3, o] b) r

:ł"3"1s" Dane jest przeks
P((x, y)) - ( x, y t 1.1, gdz
a) Wykaz, ze przeksztatc
b) Wyznacz równanie ob

c) Wyznacz równania ot

w przeksztatceniu P.

'3.""ŁŻtr. Przeksztatcenle i

x,y e R.

a) Wykaz, że przeksztatcr
b) Wyznacz równanie oŁ

niu P.

c) obIicz poIe trójkqta, k

S, _ obrazu okręgu w 
1

:' .*7k. Napisz równanie
or:x2+y2+2x 6y+9=
gami ori or.

.3"1Ź3. Prosta k: x - y + 1,

tach A i B. Napisz równar
nek AB.

a) x2 + y'-8x +7 =a

"11'1'^c) x'ty'-x :y '---uz 1'6

3"gfis.SprawdŹ,którezponizszychrównańopisujqokrqg'
a) x2+y2-2x -6y+9=O b) x2+y2+4y -5=0

c) x2+ y'-6x+Zy+10=0 d) x2+ y2+lOx+2y+ 25=0

3"1,tffi" Udowodnij, ze równanie x, + y, ax + fby o,75a2 + fab:0 opisuje okrąg

d|adowo|nvchróznychliczbrzeczywistychaib.Podajwspótrzędneśrodkaidtugość
oromienia okręgu.

b) x2+y2 z"lzv 6:o

d) x2+yz 3x+Y 1,5:0

równanie oKręgu przechodzqcego przez punkt A, o środku W punk-

b) A(4,2\, S(2, r\
d) A(4,7),5(-2,r)

3.-j.t2. Napisz rownanie okręgu przechodzqc ego przez punkty A, B, C, jeś|i:

,) O(-t, qt, A(l,O), C(0, 1) b) A(1' 3)' B(5' 1)' C(4' 4)

.j ołl-, 5),,B(8, -z1, c(g, t) d\ A(-t', 1'\, B(3,1'6), C(1'1',4)

$.Ii3.NapiszrównanieokręguprzechodzqcegoprzezpunktyAiB,któregośrodek

b)

d)
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r-n

_eI
2)'

r' ,---*-'*--.,r

ŁE#::?lu.]::. okrQg o: x, + y, - 4x + 6y - 3= 0. Wyznacz równanie okręgu o'-- Dęo qcego obraze m okręgu o w symetri i środ kowej wzg|ęde m,p.q.n ktu :

a) o(0, 0) b) A(-4, G) c) B(5, 1) dili c(3, _2)

-" .-a

ł;F^ :?^1:I^,".:. 
okrqg o: (x - 3), + (y + t)2 = 7, Wyznacz równanie okręgu o, będą-

cego oorazem okręgu o w symetrii osiowej wzg|ędem prostej k, jeś|i:a)k:x-4=o b)k:y+2=o c)k:y=y z ',1Ąk:2x+y-I=o

,,'lJ'-'-. 
Ł1l.!l Na pisz równa nie okręgu symetrycznego do okręgu o : x2 + y2 + 6x - 2y -15 = OWzg|ędem prostej k: x - 3y - 4 = O, a następnie ob|icz pole trójkqta, którego wierz-chołkami sq środkitych okręgóW i poczqtek uktadu współrzędnych.

.:.-1-17. Napisz równanie ogó|ne wspó|nej osi symetrii okręgów
ff.'Xz + y' - 2x + 4y + 1. = O oraz o r: x2 + y2 + 2x _ 4y _ 4 = O.

g.-iiii,oany jest okrqg o: x, + y, - 2x-8 = O' Wyznacz równanie okręgu o, będqce-'3oobrazem okręgu o W przesunięciu równo|egłym o wektor d, j"sli, 
z9-' _l -ż_Yvv

a) i= [-3, o] b) ;= [0,2] ,) i=[1,_3] d) j=1_+,sl

3.119. Dane jest przekształcenie P płaszczyzny okreś|one Wzorem:
P((x, y)) = (-x, y + L), gdzie x, y e R.
a) Wykaz, ze przekształcenie P jest izometriq.
b) Wyznacz równanie obrazu okręgu o: x2 +y2 _2Y- 4=OWtym przeksztatceniu.
c) Wyznacz równania osi symetrii figury, która jest sumq okręgu o i jego obrazu

w przeksztatceniu p.

3.L20. Przekształcenie P okreś|one jest WZorem P((x, y)) = (y + 2, -x + 1), gdziex,y e R.
a) Wykaz, ze przekształcenie P jest izometriq.
b) Wyznacz równanie obrazu okręgu o:x2 +y2-4X+ 6y +1'2=ow przekształce-

niu P.
c) oblicz po|e trójkqta, którego wierzchołkami sq: środek S danego okręgu, środek

S, - obrazu okręgu w przeksztatceniu P oraz punkt A(2, O).

3.t2L. Napisz równanie okręgu o, o promieniu r = 4, współśrodkowego z okręgiem
o,: x2 + y2 + 2x - 6y + 9 = o. ob|icz po|e P pierścienia kołowego ograniczonego okrę-
gami ori or.

3,t22. Prosta k: x - y+ ]. = 0 przecina parabo|ę o równaniu Y = -X2 + 2x +3 w punk-
tach A i B. Napisz równanie okręgu o promieniu , = J5, którego cięciwq jest odci-
nek 48.

Zę0ne

] oKrqg

ltugość

v punk-

l środek

r)
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3.L23.Podajnierównośćopisujqcqkotoośrodku5(x5,/s)ipromienlur(r>0),jeś|i:

a) 5(1, 3),r=Jf
4

b) s(-4, ..12i', r = : c) S(2, 5), r = 6

3.L24.Wprostokqtnymuktadziewspółrz.ędnychzilustrujzblorpunktów,których
współrzędne spełrliajq podane nierownoscl:

b) (x- 1'\2+Y2<t

d) x2+ yr+4x+fY* 11<0

3.130. Wyznacz wspoi

a) o:x2ły2=9

b) o:x2+y2:43,
c) oix't y'+ox) ty-

d) o:xr+y2+8x+4y+

3.].31.. Prosta o równi
wpunktachAiB.
a) Wyznacz równanie c

b) Wyznacz wspótrzędr
stokqtny.

3.3.32. Dany jest okrq5

stej k, która jest styczn;
a) A(e, 1) b)

3"133. Napisz równan
do prostej k, jeś|i:

a) o: (x 2)' + (y I)'.
b) o: (x + 3)2 + (y 5)',

\t)^c) o:x'-y' fx 15-
d) o:x2+yz 8x 6y+

3"L34. Napisz równani
do prostej k, jeśli:

a) o;(x+2)2+(y 3)',
o) o: (x 5)' t Y'= 9

c) o'. x' I y' zx ! lfy
d) o: x2 + y2 1,4x + 24

3.t35. Napisz równan
do osi oX pod kqtem a,
a) x2+Y2:!; tt=60'
c) x2+y2-1.0x-0; o"

3. j.36. Napisz równan
przez punkt A, jeśli:

a) o:iłY)=4,4(6, ,

c) o:x2+y2 6x 4y+
e) o: x2 + y2 + 1,0x 6y

g
a) x2 +r', ;
c) xf+(y+3\2ś4

3.Lfs.W prostokqtnym uktadzie wspótrzęd nych zi Iustruj zbiory:

A={(x,Y):x e R 
^ Ye R n x2 +Y2 +4x 2Y-a:A}

B = I(X, y): x e R 
^ 

y€ R,t x, + y, - 4x + 4y -8:a\,
a następnie WyZnacZ zbiory: A \') B, A - B, B - A, A r-, B.

3.t26,W prostokqtnym uktadzie współrzęd nych zi I ustruj zbiory:

A= 18, y): x e R 
^ 

ye R'r xr + y' + 6x -8y +21'<O\

g = tV, y): x e R 
^ 

ye R n x2 + y, + 2x +2y -t4ś0},
u n.stępnió WyZnacz zbiory: Aw B, A- B, B - A, A n B'

3.Lf7.D|a jakichwartości parametru m(meR) proste k:2x 5y m-6=o

i p:x+ y - mł 3 = 0 przecinajq się w punkcie, który na|eży do okręgu o środku

5(2, 1) i promieniu,=',|ś?

3,LfL.D|a jakich wartości parametru m{m e R) proste k:x+y m'1.=o

l p:2x + y - 2m= 0 przecinajq się w punkcie, który na|eży do kota o środku s(0' 1)

ipromieniu ,:Jńl

Wzajemne poto żenie prost€j i okx.ęgu" styczfla

do <rkręsu

3.129. określ wzajemne połozenie prostej / i okręgu o, jeśli:

a) o:(x-!)'+(Y+4\2=16

b) o:(x+5)r+Y2=1
c) o'. xr + Y2 - 8x + 1"OY +33 = 0

d\ o:x2+Yr+8x-2Y+ 13=0

l:v=1x+3
4

l:y:1
I"Y=Y 5

I:y:Y
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3.13$. Wyznacz.Współrzędne punktóW Wspó|nych (o i|e istniejq) prostej / iokręgu o.a) o:x2ł.y2=g l',,.. Iy 
1

95

b) o:x2ły2=41-
c) o:x2+y2+6x1-2y=g

d) o: x2 + y2 + gx + 4y +1"9 = 0

l:x V=1-
l:x+y= I
,1.t: -X+l+2=O

I

-n
lKu

*"jfft.jJi::; 'u*""niu x - 2y + 2= 0 przecina okrqg o: X, + y, 6x 16 : 0
a) Wyznacz równanie.ogólne symetrainej rn cięciwy48.

', ł#.xT 
współrzędne takiego punktu M e m, d|aktórego trójkqt ABM )est pro-

3.13.a. Dany jest okręg o: x2 + yz 8x - 2y - a= 0. Wyznacz równanie ogó|ne pro-stej k, która jest styczna do tego okręgu w punkcie;a) A(e, 1) il Bg, _4) '" .i c(CI, 4) d) D(7, s)

;;xTj;.},:ii.'tównanie 
kierunkowe stycznych do danego okręgu o i równo|egtych

a) o:(x-2)r+(y- 1)2=4
b) o:(x+3)2+ (y-S)2=LA
c) o:x2+y2-2x_15=0
d) o: x2 + y2 - gx _ 6y t_15 = 0

j;i1*.}ii';:J,?.*"."'. kierunkowe stycznych do danego okręgu o i prostopadtych

a) a:(x+2)2+(V,Z1r=1
b) o:(x- 5)2+y2=g
c) o: x2 + y2 -2x + I2y + 28 = 0
d) o:x2+y2-L4x+24=O

;];.a3s" Napisz równania kierunkowe stycznych do danego okręgu o i nachy|onychdo osi oXpod kqtem c, jeśIi: ||yU'| uU udlle8o oKręi

a)x2+y2=1; o=u'l. b) (x L)2+y2=4..=r2ooc) x2+y2-Lox=o; a=1.50o d) x2+y2_2x+4y 3=o; rr=135o

;';:i;}*iJ;l"."'. 
ogó|ne stycznych do danego okręgu o i przechodzqcych

a) o: x2 ł y2 = 4, 4(6, 2) b) o: x2 -| y2 = g,,4( 5, 3)c) o: x2 + y2 -6x-4y +3 =0, A( 4,3) d,) o: x2 + y, + ax izlr, * r=0, A(_2,2)e) o:x2+y2+1,0x- 6y+30=0, A(_7',g) f) o,rr+y2_6x+gy+ 2I:O,A(5,_1)

k:y=2*
k:y=y
k:y=-3r
k:y= y

Kll=Y
Kl)/=-Y
k: y = 9,5,
K: Y= 9,75,

,1\

Lri
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;.l..::'., Sieczna k|X+y-1=0 przecięta okrągo: x, +y, fx+ 4y+ 1:0w punktach

A i B. Następnie w punktach n i B poprowad,lno ,ty.,n" do cJanego o|<ręgu. Wykaż,

że stvczne te tworZq kqt prosty.

Sieczna k;x y +!:0przecina okrqgo: x,+y, 6x fy +t:0wpunx-

tach ,4 i B, Przezpunxt{,ł i a poprow,d,ono ,ł.,n" do okręgu,.ktore przecinajq się

w punkcie C. Napisz równanie okręgu opisanego na trojkqcie ABtr.

'. . . ob|icz tangenS kqta ostrego, jaki tworzq StyCZne do oKręgu

o.' xf + y, - 8X 6y +.f1.= 0, przecho dz4ce przez punkt P(2, 1)"

j.;,.:.;. Zbadaj liczbę pun|<tow wspo|nych okręgu o Z prostq /, w załeżności od war'

.. :.li. Wyznacz i"ównanir
jednocześnie do prostych 

'

.ł l i]::::ł określ wza'jemne 
1

a) or:(x+2)2+(y 1)2=t
b) or:x2+y2 l1x+4y+
c) or:(x 3)'+(y+4)2=2
d) o,: (x + 4)2 + (y + t)z ='.

e) or:x2'y2 8x. 15-o
f) or:x2+y2+8x+4y 5

. . :,-.. . Wyznacz wspótrzę
W l<azdym przypadku wykr

(t

. lx'+y'-6y+5=0aJ 1

I.x' + y' 6x 6y +I7 =

(:
. lx'-y'-8x-4y*1.6-c) I't))

lr' y' 2x - 2y -8 =(

,, ., Dla jakich warto:
or:(x m)'+(y 2m)2=1

'' , ' Dla jal<ich wartor
or:(x m)'Ż (y L)2-8o
zna|ezionych wartości par

styczności ,4.

:l , rif Dla jakich wartor
or:(x m)'+(y 2)'-20
Dla znaIezionych wartości
tu styczności A.

!.: . r ,:, , D la ja kic h wa rtol
o,:(x-I)'-(y ml-4o
wspó|ny?

tości parametru m (m e R), jeśli:

a) o: (x+2)2+(Y+4)'--f;l"Y: Xirn
;i ;' ł" tj,*U I),=m',!..x+y ].:0

b) o:(x 3)t+{Y 21'=8;l"Y:x+m
dS o,x' +f :25; !'4x+3Y m=o

:']''.i.u. Dane sq zbiory: 4={(x,.y):1. | " 
y e R n X-ty -f <a\,

B=I{x,y\:xeR ^ 
y,eR n *+y, z,,i\y+rn2 1=0}.Wyznacztewartości

;.,.;;i;" m eR,d|a których zbiorAnB jest jednopunktowy"

i:.:] . .1.l.';: Danesqzbiory: A={tx,y):xe R^n y e R n. yżX ̂
2}''

B={(X,y):xe R ^ 
y- * " 11+f +lt,zkv+k2-1=0}'Wyznacztewartości

oarametru k e R,dla których zbior An B jest jednopunktowy'

.: .:']]'.. Napisz rownanie okręgu przechodzqcego prZeZ punktA istycznego do obu

osi uktadu wspótrzędnych, jeś|i:
c) A(2, 1) d) A(1, 2)

a) A(2, 0) b) A(0, 3)

':.:'.,,'|.i'.. Wyznacz rownanie okręgu o środl<u w punkcie 5(3, 2) istycznego do pro.

stej k: 3x - 4Y -If=O'

ź :..:i:; Wyznacz współrzędne środka okręgu stycznego do prostej

i k,,-,i ,-;^l='=0 ijednocześnie stycznego do dodatnich połosiu|<tadu WSpoł-

rzęd nych.

; ':r1ł:i' okrqg przechodzi przez punkt A(4, 1.), zaś jego środek na|eży do proste'1

k: x / = 0. Wiedzqc, że okrqg ten jest Styczny do prostej i: y 5 = 0, wVznaCZ Jego

równanie.

::.:,:.:.!.;.Wyznaczrównanieokręguopromieniu5,|<tóryjestSIYCZnYdoosioYijed

no.."Eni" styczny do prostej k:3x + 4y 6 = 0'
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3.l.48. Wyznacz równanie okręgu przechodzqcego przez punkt 4(1, 2) i stycznegojednocześnie do prostych k:2x+y =oi m:2x + v 20=o'

Wzajemne g}ołoźenie c[wóeh m&enęg*:lrłv

3.149. okreś| wzajemne potozenie okręgów danych równaniami:
a) or: (x + 2)2 + (y - 1), = 4; or: x, + y, - 4x + 4y g : 0
b) or: x2 + y2 IOx + 4y + 20 = O; or: x2 + (y + 2)z : 4
c) or: (x-3)'+ (y + 4)2 =8; or: x2 + y2 -4x + 6y + l-l- = 0
d) or: (x + 4)2 + (y + I), = 25; or: (x + 2)z + (y + Z)z = 2
e) or: x2 + y2 -Bx+ j_5 = O; or: x2 + (y 3)2 = 4
f) or: x2 + y2 +8x + 4y - 5=O; oz: $ + 4)2 + (y+2)2:S

3.15CI. Wyznacz współrzędne punktów wspó|nych dwóch okręgow (o i|e istniejq).
W każdym przypadku wykonaj rysunek'

^,[r'ry2-6y-5-o"' \r'-y'-6x- Gy-r7:o b)

^, [,, ,y2 ł 8x-4y 116-_0

" f"'-, y2 *2x r2y- 8-o d)

3"j'51. DIa jakich wartości parametru m (m € R) okręgi opisane równaniami:
or: (x m)2 + (y-2m)2: Loraz or: (x. 2), + (y+ 1)2: f O sjwza;emnre zewnetrzne?

3"152. Dla jakich wartości parametru m (m e R) okręgi opisane rÓwnaniami:o,:(x-m), + (y+ 1')2 = 8 oraz o,: (x+ 1.), +(y'm)2:z sq )lwnętrznie styczne? D|a
zna|ezionych wartości parametrów wykonaj rysunek. ob|icz wspótrzędne punktu
stvczności4.

3.153. D|a jakich wartości parametru m (m e R) okręgi opisane równaniami;
o':(x- m), + (y +2)2:20 orazo,: (x+1), + (y 2m)2 =s il we*nętrznie styczne?
D|a zna|ezionych wartości parametrów wykonaj rysunek' ob|icz współrzędne punk-
tu styczności4.

3.1.54. D|a jakich wartości parametru m (m e R)
or:(x+ 1)'+ (y m)2:4 oraz oz: $ + m)2 + (y _2)2 =
wspó|ny?

łi,:
1,, *

i"*

y' -2x -6y +9:o
y2 +2x-2y-3:O

y' -J-ox -4y -7 =o
y' -6x -8y +24 =O

okręgi opisane równaniami:
1 majq doktadnie jeden punkt

l

I
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3.155 D|a jakich Wartości parametru m (m 
'e 

R) okręgi opisane równaniami:

o,: (x+ 5), + (y *,yJ.to,ł,.azo,: (x-fm\f +w* ń, = 9 przecinajq się w dwóch

punktach?

3.156. D|a jakich wartości parametru m (m e R) okręgi opisane równaniami:

o,'.(x-m)f +(y+I|,=1-oo,o,,.(x+f\z+(y-m+3)2= 
25sqrozlqcznewewnętrznie?

3.L57 .Wykaż, że obrazem okręgu o: x2 + yf + 6x - 2y + 6 = 0-w przeksztatceniu P

okreś|onym Wzorem pł', ńl = (|' + z,, 'zi - z), gdzite x, y € R, jest okrqg. Zbadaj

wzajemne położenie okręgu ijego obrazu.

3.158. Wykaż, że obrazem okręgu o.' * + yf - 4x + 6y + If -- o w przekształceniu P

( l . -1"), gdzie x, y e R,jest okrqg. Zbadaj
okreś|onym Wzorem P((x, y)) = |i,*,,, z ) -

wzajemne potożenie okręgu ijego obrazu.

3.159 Wyznacz równanie prostej k, 
^wzs|^ed91 

K::j 
"^o::9]'-^,

o,: X2 + y2 + 4x +8y *';; = 0 
",", 

o,.',, + y, - Lfx + 35= 0 sq wzaje m ni e symetryczne.

3.160. Wyznacz równanie okręgu o najmniejszym promieniu, stycznego zewnętrz-

nie do okręgu o. t" * Ji + yz =iś i ;"ano.'eśnie stycznego do prostej

k'.4x+3Y-38=0'

*3.161. Wyznacz równanie zbioru środków wszystkich okręgów zewnętrznie stycz-

nych do okręgu o.,i-*,, = oi jednocześnie stycznych do prostej k.. y + f = o'

3.163. Zaznacz na płaszc

raz punktu X w jednokładl

a) k=2

m
d) k=:,gdzie minozni

n

3.L64. Na płaszczyźnie z
Wyznacz środek S jednokłi
a) k=-3 b)k=

3.165. Narysuj dwa okrę6
środek S takiej jednoktadn
istniejq dwa rozwiqza nia)'

3. 166. Wyznacz współrzę
ności J o środku w punkcie

a) A(-2, 4), k = 0,5

(ą a \
c) Al-, - l,k:1s\s Ls)

3.L67 . Wyznacz współrzę
ności J o środku w punkcie

)
a) B(-10, 8), k = :

3

c) B(1.,20),k=6

3.168. odcinek ArB, jest
i skali k' Wyznacz wspótrzę
a) A(-2O, 6), 8(L0, 4), k =

c) 4(-8, -27), B(-1,2,-t3)

3.169. Odcinek4rB, jest r

cie 5(-2, -1) i skali k. Wyzn
a) A(10, -6), B(,1., 4), k = -

c) A(-8, 4), B(O,0), k: 0,5

Jednokladność. Jednokładność w układzie

3.L62.Dany jest odcinek AB' Punkty 01, 02, 03,.oł1.'".|u l:1]l"cinek 
na pięć rów-

nych części 1patrz rysunek poniżej). Któie z óoniz'ł.h stwierdzeń sq prawdziwe?

współrzędnych

Ą lo4(Ą=a
3

c1 tj.1n) = a

b) Jł (B)=A

d\ J;:," (B) = A

01 d o3
o4
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3.153. Zaznacz na płaszczyźnie dwa rózne punkty 5 oraz X. Następnie wyznacz ob-raz punktu X w jednokładności o środku w punkcie 5 i skaIi k, ieś|i:

b) k=-1 1c) K =--
3

, gdzie m i n oznaczajq długości dwóch odcirrków araz m> n > 0.

1

b) A( 9,r2),k= 4

3

t^'\ -/ / lld) A|ł2,16'12), k ;

c) B(1,,20),k=6 d) B( 4,g), k=- 1

2

a) k=2

ą k=!
n

rP

laj

3.164. Na płaszczyźnie zaznacz dowoIne dwa rózne punkty X orazX'. NastępnieWvznacz Środek 5 jedn.okładności J, wiedzqc, ze X,= L,k(x), gdtzie:a)k=-3 b)k= O,75 ć)t= 0,5 d)k=2

3.1.55. Narysuj dwa okręgi o,(A,;1.,5 cm) i o,(A',;3 cm) tak, aby !A,A,|= 6 cm' Znajdźśrodek S takiej jednoktadnoe.i, [to,a przekształca okręg o. na ok,qg,,(pamiętaj, żeistniejq dwa rozwiqzania)' Wyznacz odiegłość punktu ś ojs'.oal.Jw okręgów.

3.1.66" Wyznaczwspółrzędne punktu 4', który jest obrazem punktu 4 w jednokład.nościJ o środku w punkcie o(0, o) i skaIi k, jeś|i:

a) A(-2, 4), k = O,S

,.(s 4\
'/ oli, -u),k--1s

3"167. Wyznaczwspółrzędne punktu B,, który jest obrazem punktu B w jednokład-noŚciJ o środku w punkcie s(-4, 5) i skań k, jeś|i:

a) B(-10, -'B), k = 
2

3 b) B(s,7), k = 2

3"16E. odcinek A,B. jest obrazem odcinka AB w jednokładności o środku o(o, o)i skalj k. Wyznacz wspótrzędne środka F odcinka A,B,, jeś|i:
a) A(-20,6), B(I0,4), k =3 5 ) A(1,3,_1), B(5,7), k:_2
c) ,4(-8, -27), B(-12, -I3), k = 0,1 dl A(27, lOB), B(,2, 3), k : _0,2

3" j"ss' Odcinek,4,B' jest obrazem odcinka ,4B w jednokładności J o środku w punk-cie S(-2, -1) i skaIi k' Wyznacz współrzędne końców odcinka a,ó,' ;usti.a) 4(1'0,-6),8(,L,4),k:-5 b),4(0, 6),8( 4,0),k=3
c) 4(-8, 4), B(0, O), k: A,5 il AG,8), B( 5, 1,3), k: _o,3
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:j.t7{.i Dane sq punkty A(3,2) i AJ 3,5). Wiadom o, ie A,: Jsk(A\. Wyznacz WSpół-

rzędne środka 5 tej jednoktadności, jeś|i ska|a k jest rowna:
'1 )1

a)2 b); c); d) 
4

.:,.".".i |i. PunktyAiA,sq jednokładne, przYCzym środkiem jednokładnościjestpunkt

o(o, o). obIicz ska|ę k tejjednokładności, jeś|i:

a) A( 3,1,), Ar(6, -2)
c) A(-2,0), A1(5, 0)

b) A(s, s), A1(-1' 1)

d) A(0, 3), A1(o' 3)

i',l.i:l.l. Sprawdź, czyodcinki ABiCD sq jednoktadne, jeś|i:

a) A(f,-3), B(5, 6), C(0, 1'), D(L,2) b) A( 2,=1), B(4,2), C(2,1')' D(10' s)

W przypadku odpowiedzi twierdzqcej wyznacz środek 5 i skalę jednokładności,

w której obrazem odcinka AB jest odcinek CD.

3,.t7i] Dany jest trójkqt ABC, w którym A( 5, 5), B(f , 3), C{ 4, 1). Trójkqt AIB.CI

jest obrazem trójkqta ABC w jednokładnościJ o środku s(2, 0) i skaIi k, gdzie k < 0.

Wiedzqc, że środkowa trójkqta Aplc]poprowadzona na bok B,C, ma długość 10,

o b licz:
a) ska|ę tej jednokładności

b) wspótrzędne wierzchołków trójkqta A.B.CI

c) po|e trójkqta A1BlCT

.$.[74. Dana jest prosta m o równaniu y:2, 3 oraz punkt o(0, 0). Wyznacz rów-

nanie prostej, która jestobrazem prostejmw jednokładności Jok, jeś|i:

a) k:-s b) k-2
11c)k-; o)k-,

* 
=*":ł".75' Prosta k przechodz qca przez punkt P(2, 6) ogranicza \r,Jrat z dodatnimi pół.

osiami układu wspótrzędnych trójkQt o po|u 25.

a) Wyznacz równanie prostej k.

b) Wyznacz równanie prostej m, ktora

o środku w punkcie o(0, 0) i

c) ob|icz po|e trapezu ograniczone 8o przez proste ki m oral osie układu współrzęd-

nvch.

ii :l..ił.i Wyznacz środ
or:x2+y2+L2x+2y

l- uana Jest tur
w jednoktadności o śr

1

a) f(x) - -2x2, k=-ż
2

v -')c) f(x)
X

Naszkicuj wykresy fun

=-ł:
d-.,ast*:sg:Wffi,E}ń

:r r{1 r ..1,
" 'r?iwdTl '' r'' 3. :1pą

... ,j:'. Wyznacz wsp,
w punkcie,4 jest równr

a) f(x): 2x2+x+1.,

{
c) f (x) - +, k: i.2x

X-

,. - iiU" Wyznacz wspc
w punkcie 4 jest prostc

a) f(x)=3x2+x 2, k
jest obrazem proStej k w jednoktadności

1"
1

f
c) f(x) = k:x+1,C

-)

t

3.jt,"i|ii' Wyznacz środek 5 i

or'. xr + y2 + 1,Ox - lOY + 41'

ska|ę k jednokładnościJ, która okrqg

- 0 przeksztatca na okrqg o,; x, + y, 4x 2y + 4

.'*.i;ts3"" Wykaz, ze stycz

punkcie P o odciętej 2, r

rownym 8.
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1A1

3,)- 7i| Wyznaczśrodek S i skalę k jednokti
o1: X2 + v, + D;; ;;* 36 = O przeksztat..'"o::;:i1 

która okrqg
na okrqg o,: X2 + y2 - 16x - 12y +96 = 0.

r',. i.,",::. Dana jest funkcja y = f(x).Wykres funkcji g jest obrazerw.1ednoktadnościo środku oó,, óti'k.l;;" 
,;,iJ::,::]jjlj|:::": wykresu funkcji f

a) f (x) = -2X2,k = -1"v|\q 

V[U' u/ | sKa|| o, 

,*,.^"u,,*zor 
f unkcji g, jeśIi:

2 b) f(x)=żx2,k=3
c) f(x)-'-2,k=-Lx d)f(x)= x .k=Ix+L 2Naszkicuj wykresy funkcjif i g.

-ńĘT$".;ę3f,Vfiilt; . !.

.";łłcx-'.:ią-Ę n.*u,fi.'j"t.:.'.1':"""]1,' "- 
oB1''., ą*. trfr't,4l$q-

5!" ;1. ]*.;, ,,."r-
:""l"Jllr. Wyznacz współrzędn,e takiego pUnKtU ,4, ze styczna dow punkcie,4 jest równo|egta do o,"'ńiii".,,' wykresu funkcji /
a)f(x)= 2x2+x+L, k:5x,t_2=0 b) f(x)=!1, k:x 5y+5=gx+4
c) f(x) = -ź, k: 12x-)z-8 = 0 d) f(x)=#:i, k:4x 3y-2L=o

3".ł8s' Wyznacz *'::1':9": takiego pUnktu 4, ze styczna dcw punkcie 4 jest prostopadła oo pr.o'iui i,l"sri. l wykresu funkcji /
a) f(x)=3x2+x-2, rc:x_5y_10=0 b) rt_r_ 3-x

*) 
" w) J\x)-Tl' k:2x-Y 5=o

clllx)=F, k:x+IOy=e 
d) f(x)_2x2+3x t(..J\.'t ąxi,x:2x:3y 3=O

3.13 
" Wykaż.,Ze styczna do parabolio równaniu ,= ł,, 3x-2,poprowadzona w

1T::: 
P o odciętej 2, ogranicza wraz z osiarrównym 8. 

? vbI qI lluca WI dZ z oslami układu wspótrzędnych trójkqt o poiL]
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2x-1-
3.t#J. Wykaz, że styczna do hiperboIi o równaniu y=.Ż;,gdziex+ 1, popro-

wadzonawpunkciePoodciętej2,ograniczawrazzosiamiuktaduwspółrzędnych
1"

trójkqt o poIu 20-.

3"i8,3.ob|iczpo|etrójkqtaograniczonegododatnimrpótosiamiukładuwspótrzęd.

nych itq stycznq oo wykresu funkcji f(x\=* fi, 
o'ullu jest pl"ostopadta do prostej

o równaniu fx 'y - 3 = o.

3.3"fi41.ob|iczpo|etrójkqtaograniczonegoujemnymipótosiamiuktaduwspótrzęd.

nych itq stycznq do wykresu funkcji f(x)=|},o,u,ujest równoIegta do prostej

orównaniu 4x+y-1]"=0.

3.1E5" Do paraboli o równaniu y = xf poprowadzono StycznQ w punkcie o odciętej

ujemnej,którawrazzosiamiuktaduwspótrzędnychograniczytatrójkqtopo|urów-
nvm 16. Wyznacz równanie tej styczne1.

3'3..*s. W którym punkcie wykresu funkcji f(x\: x. naIeży poprowadzić styczną

do tego wykresu, aoy po|e trójkqta ograniczonego tQ Stycznq i osiami uktadu współ-

rzędnych byto równe 54?

:l,'i!r]. W którym punkcie wykresu funkcji f (Ą: :,gdzie x * 0, naIezy poprowa-
X

dzićstycznqdotegowykresu,abypoietrójkqtaograniczonegotqstycznqiosiami

układu wspótrzędnych byto równe 1] ?

.!.:1l.j.NaparaboliorównaniuY:-xf+2xwyznacztakipunktP,abyStyCZnado
tejparabo|ipoprowadzonawpunkciePograniczata,wrazzprostymiorównaniach:
x = O, y -- O, x = 1, trapez o najmniejszym polu'

].:..'WyznaczwymiaryprostokqtaomaksymainympoIupowierzchni,ktorego
dwa wierzchotr.l n,juzq J,o osi^ox,, i*. po,",tate, o rzędnych dodatnich, na|eżq do

paraŁ.:oli o równaniu y:3 - ż,..

S,S,Sfi. Prosta k: y = s, *
na osiach uktaciu wspótrz
Wyznacz równanie tej pro

) 1&T Nt- ^-.-t^^ti ^J *3.!.' 1t,1"l pcłI dUtJ|| U row

punktu A(4, 1-) jest najmni

3.t92. Na gatęzi hiperbo|

P, którego odIegtość od pL

.$,193. Rozpatrulemy odt

wykresie funkcji 1(x) = V

x e (0, +o). Wykaż, że najl

3.1g4" Na hiperboIio róv

Wyznacz na tej hiperboli tr

najmniejsze.

-t , t
I głsE st}y'{$!Ąl*d?el

!. Trójkqt ABC jest równo
boku BC. Zatem obwód trć

"^t^^ 1UV5

J

,ć. Wektory }:7z + a, a]i
A. o:0 i b:0 B. o

PoIe czworokqta ABCD,
54 B. s3

B. 1C

A.
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:nq
A'ut-

fPl

'p oal

qdo

3.190. Prosta k: y: gy + b, gdzie a > o, przechodzqca przez pUnkt P( 1',2), odcina
na osiach uktadu współrzędnych odcinki, których suma dtugości jest najmniejsza'
Wyznacz równanie tej prostej.

3.191. Na parabo|i o równaniu y = 1,,Wyznacz taki punkt P, którego od|egłość od
z

punktu A(4, L) jest najmniejsza.

3.Lg2. Na gałęzi hiperbo|i o równaniu y:9, gdzie x e (0, +"o), wYznacztaki punkt
X

P, którego odlegtość od punktu A(2, -2) jest najmniejsza.

3.1.93. Rozpatrujemy odcinki równoIegłe do osi o},, których jeden koniec leży na

wykresie funkcji/(x): ^li, zaS drugi koniec na wykresie funkcji SU) :1, gdzie
X

x e (0, +co). Wykaż, ze najkrótszy ztychodcinków ma dtugose 9fi.
z

3.tg4. Na hiperboIi o równaniu y = 9, gdzie x+ 0, obrano punkty A(2,3) i B(6, 1).
X

Wyznacz na tej hiperbo|itaki punkt Co ujemnej odciętej, aby po|e trójkqta ABCbyto
najmniejsze.

Test sprawdzający do rozdziału 3"

t." Trójkqt ABC jest równoboczny, w którym A( 4,5)' Punkt D( 7, 1) jest środkiem
boku BC' Zatem obwód trójkqta ABC jest równy:

/Va-

ami

100

lch:

A. 10.6
3

B' 10\Ę - -EL. )V5 D. \6

2. Wektory J - ts + a, a] i i = [b + .J',b] sq równoIegte wtedy i ty|ko wtedy, gdy:
A. a:Oib:Q B. o*3= b C. a-3b D. 3b+a=0.

3. poIe czworokqta ABCD, gdzie 4( 5, 2), B(4,1), C(-2,8), D(.6, 3), jest równe:
A. 54 B. 53 C. D. 51.
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ii Wtrój|<qcleABCdanesą:Ań=LI,3]ią:| ^{1,z^I1)oraz\.:'BAC1=rl.Wówczas:

A, a - 30o B. (x = 60o C' 
-ct 

-- 45" D' o : 135o'

A)
,, - 1, 10 

- iest:, a ą-

B. kwadratem IiczbY naturalnej

D. iIoczynem dwóch Iiczb pierwszycn.

..:: Wektor i --|-2,7l jest prostopadły do prostej k. Punkt A(3, 8) naIezy do prostej k.

-., odiegłość punktu K( 3,2) od prostej k;

A. Iiczbq niewymiernq
C' liczbq podzieInq przez3

Zatem:
A. k:fx 7Y+50:O
C. k:7x+fY-3J =O

i. - okręgi o równaniach o'.. x2 +

A. sq styczne zewnętrznie

C. sq rozłqczne zewnętrznte

B. k:2x+7Y-62:A
D. k:7x 2Y 5 -0'

y' -fy-3:o iar:(x 3)t+(Y 3\'=f"
B. przecinajq się

D' sq rozłqczne wewnętrznie'

Symetralna odcinka
wspótczyn ni|< kqtowy jes

A. 0,5 B.(

. .'. Punkt K jest środkie
Zatem wektor CK ma wstr

A. [4, 9] B. I

, Najdłuższy bok AB tr

i cA -I 3, 31. wobec te

A. 54,5;r B,

l.:.l. Promień okręgu o rć

dtugość:
A. o+b B. t

, ;' Obrazem prostej k:

k- || /\|A(tnrnŚr2or[. J JIJL

A. 8x 4y +9 =A B.

.: Dany jest punkt E(0,

od|egtość od punktu E je

na n iu:

1^^)^A.v--x'1 B.
9

.] od|egtość między p

i tylko wtedy, gdy:

A.m= 1 B.

l'!' obrazem okręgu o;

P((x, y)): (2x - I, 4 2y

A. S(3, 4), r = 1.2 B.

.,.obrazempunktuP(4,-8)wjednokładnościośrodku5(3,2)jestpunKt
/ą\p | .' n l, Zatem skala tejjednoktadnościjest równa:

'1l -J-r v 
I

a

1 ^ 1- r L D '-.
A.* ts. 

" '' ą 3
3r

li o równani, y = !,, +fX +8 poprowaczona W punkcie o od-

ciętej 2 jest równolegta do prostej o rów^naniu:

A.3x+ 3y+19=A B'2x- 2y+15=O C'x+fy:g D'fy-x+'7:O'

.. l Kqt ostry utworzony przez proste o równaniach

k:zx :-ly-8]5:oil:5x+7y 350=0 ma miarętł

/ ',.\ - Itr 7r) . ,, - lL
A. rr e lo,; I B' u e \;'a 

L' "' \t\ o/

StVcZna do okręgu x, + y,:5 moze miec rownante:
r:

D. fx+ Y=V5B. Zx+Y 5=O C' Y=-5

takq, ze:

rr\ lt -\,11 D.rr- (:,;l
ś / \J

., ... Dwa boki trójkqt a ABCzawierajq się w prostych: k: 4x ?, :0 i /: 5x' ILy =g.

Dwusieczna kqta trójkqtu o,,, wierzchołku A(0, 0) może mieć równanie:
^1

A.y=x B.r=Z' '''=1* 
D'Y--s'
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x3. SymetraIna odcinka PR, gdzie P(4,7) i R( 2,1.0), zawiera się W prostej, którejwspółczynnik kqtowy jest równy:
A. -0,5

A. 54,5n

B. 0,5 c.2

1.4. Punkt K jest środkiem cięzkościtrójkqta ABC, gdzie A(1', g), B(7,6), C(-_2,12).Zatem wektor CK ma wspótrzędne:
A. [4, -9] B. I-9,41 c. 14, sl D. [-4, -9].

x.Ę' tvajotuz]|v bok AB tro1kqta ABC ma długość ̂,[2l'8 o,", cd: no, 10]
i CA: [-3, 3]. Wobec tego po|e kota opisanego na trójkq cie ABCwynosi:

^ 21-8n
L.-

3

-2ax 4by +2ab +

C. la+bl

l.6. Promień okręgu o równaniu x, + y,
długość:
A. o+b S. a-b

B. 109n

B. y=2 r' L
15

D. 54tr.

3b2 _ 0, gdzie a ź b, ma

D. lb - ol.

o środku o(0, 0) i ska|i

D. 8x- 4y,9:0.

3.7. obrazem prostej k:2x-Y 3=0w jednokładności
k =.0,75 jest prosta o równaniu:

A. 8x- 4y+9:O B. y:2x-0,75 C. y=Zr+1
4

J.8. Dany jest punkt E(o,2) iprosta P:Y=*4.Wszystkie punkty płaszczyzny,których
od|egtość od punktu E jest równa od|egtości od prostej p, na|ez4do parabo|i o rów-
na ni u:

. 1-A.Y:--x'-L
9

1.9" odIegłość między punktami A(1
i tylko wtedy, gdy:

A. m=-I B. m=_2

- m, 2), B(3, m + 1) jest najmniejsza wtedy

^7jL. m:- D. m=_:.22'

20. obrazem okręgu o: (x - 2), + y, = 3, W przekształceniu P okreś|onym Wzorem
P((x, y)) = (2x - 1, 4 - 2y), gdzie x, y e R,jest okrqg o środku 5 i promieni u r. Zatem:
A. s(3,4),r=12 B. s(2, o},r=2J3 C. s(3,4),r=JĘ D' s(3,4),r=2,,Ę.
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Zadanta pcwtórzeniowe dcl rCIzef,rial.'ąa 3"

3. t*5. W trójkqcie ABC dwie wysokości zawierajq się w prostych k: x + y - 4:0 oraz

l:2x / : 0. Wyznacz równania ogó|ne prostych, w których zawierajq się boki tego

trójkqta, wiedzqc, ie A(o,2),

3" 196. Punkt A( ^4, 2) jest wierzchołkiem trójkqta ABC, którego dwie środkowe za.

wierajq się w prostych o równaniach:x =OarazX+y 2 -0. Wyznacz współrzędne

pozostałych wierzchołkóW tego trójkqta.

3"t97. PunktyA(2, 3) i B(4, 1) sq dwoma ko|ejnymi wierzchotkami kwadratu ABCD,

Wyznacz wspótrzęd ne pozostałych wierzchołków tego kwad ratu.

3"]"g8. W okrqg o środku s(6, 4) wpisano trójkqt równoboczny ABC, którego jed-

nvrn z wierzchotków jest punkt A(2, 6). oblicz wspótrzędne pozostatych wierzchoł-

ków tego trójkqta.

3"].99. W trójkqcie ABC współrzędne wierzchołkóW Wynoszq: A( 2, I), B(3, 0),

c(1.,2).
a) ObIicz poIe trójkqta ABC.

b) oblicz dtugość wysokościtrójkqta poprowadzonej na bok BC'

c) Napisz równanie okręgu opisanego na trójkqcie ABC.

3.2CI0. W rombie ABCD przekqtne przecinajq się w punkcie 5(2, 1.). Dwa kolejne

wierzchotki rombu majq współrzędne A(m, -3) orazB(m +6, rn 5), gdzie m e R.

Wyznacz:
a) wspótrzędne wierzchołków rombu
b) pole rombu
c) cosinus kqta rozwartego rombu
d) równanie okręgu wpisanego w ronnb ABCD.

3.f01. Dane sq punktyA(3, o) iB(-3,0). Wyznacz równanie Iinii utworzonej przez

te wszvstkie punkty płaszczyzny, których odległość od punktu A jest 2 razy większa

od od|egłości od punktu B. Jakq figr-rrę geometrycznq opisuje ta iinia?

3.202. Wykres funkcji y:|X - 2] przecina okrqg o: x2 + y, 4x 4:0 w punktach

AiB.
a) ob|icz współrzędne punktów A i B.

b) Wykaż, że trójkqt ABS, gdzie S jest środkiem danego okręgu, jest prostokqtny.

c) ob|iczpo|efigury F=F,r-lF,, jeś|i F':{(x,y):xeR l, y e E zi x,+y, 4x 4Śa},

Fr:{(x,y}:x e R n Ye R zr Y<lx 2ii"

3.203. Wyznacz wszys
naniuy=(m I)x+m
S(1,,2) ipromieniu r= 1

3.204. Pod 1akinl kqte

3.205. Styczne do okrr
przecinajq oś rzędnych'
a) Wyznacz równania t
b) Obllcz, z dokładnośc
c) 0bIicz wspótrzędne 

1

d) obIicz poIe trójkqta ,

3.206. W zbiorze wszy
niu x2 + Y2 = 25 i styczny
o najmniejszym promier

3"?'a7 " Wyznacz wspótr
i B(3, 8) oraz od prostej

3.208. Wyznacz równa

k:x 7y+29=0cięciwt

* 3.209. Napisz równani
!ednocześnie styczny do

*3"21.0. Napisz równanle
o długości 1'6, wiedzqc, z

3.zLL. Dane sq odcinki
takq jednokładność J,', a

3.2L2.Prostakorówne
Pt 3,2) przecina dodatn
cie B. Po|e trojkqta oAB,
a) Wyznacz równanie kie

b} Prosta m, |<tóra jest o
k : 6, przecina oś oY
ADCB.
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)raz

ego

I za-

dne

ICD.

jed-

hot-

:jne

=R.

0),

3.2o3.Wyznaczwszystkie wartościparametru m (m eR), d|a których prosta o rów-naniu y = (m _ 1')x + m + 2 ma doktadnie dwa punkty *,potn" z okręgiem o środkuS(1,,2) ipromieniu r= 1.

3.204. Pod jakim kqtem widać okrqg o; x, + y, By + 11': 0 z punktu P(1', 1')?

3.205. Styczne do okręgu o: X2 + (y + 2), = 3,2 poprowadzone przez punkt A(-2,1')przecinajq oś rzędnych w punktach B i C.
a) Wyznacz równania tych stycznych.
b) obIicz, z doktadnościq do 1", miarę kqta ostrego, jaki wyznaczajq te styczne.c) oblicz wspótrzędne punktów B i C.
d) obIicz poIe trójkqta ABC,

3.206. W zbiorze wszystkich okręgów stycznych zewnętrznie do okręgu o równa-
niu x2 + Y2 = 25 i stycznych jednocześnie do prostej k: 3x - 4y - 50= O istnieje okrqgo najmniejszym promieniu. Wyznacz jego równanie.

3.207. Wyznacz współrzędne punktu P równood|egtego od punktów A( g,2)
i B(3, 8) oraz od prostej k: 2x - y _ 4 = O.

3.208. Wyznacz równanie okręgu o środku s(3, 1), który odcina na prostej
k: x - 7y + 29 =0 cięciwę o dtugości 5r,E.

*3.209. Napisz równanie okręgu przechodzqcego przez punkt 4(0, -1.), który jestjednocześnie styczny do prostych k: y = g oraz l: 4x - 3y + 22 = o.

*3.210. Napisz równanie okręgu o promieniu 2^,m,który odcina na osi oXcięciwę
o długości 16, wiedzqc, ze do tego okręgu na|ezy punkt A(-3, 4).

3.zLL. Dane sq odcinki AB oraz CD, gdzie A(3, 1-), B(1', 3), C(6, 3), D(3, 6)' Wyznacz
takq jednokładność J,k, aby J,k(AB) = CD.

3.2L2. Prosta k o równani U Y = ax + b, gdzie o e (O,1.), przechodzqca przez punkt
P(_3,2) przecina dodatniq półoś osi o7 ń punkcie 4 i ujemnq półoś osi oXw punk-
cie B. Po|e trójkqta oAB, gdzie o(o, 0)jest równe 12,5.
a) Wyznacz równanie kierunkowe prostei k'
b) Prosta m,którajest obrazem prostej kw jednokładności o środku o(0, O) iskaIik= 6, przecina oś o),w punkcie D, zaś oś oX w punkcie C. ob|icz po|e trapezu

ADCB.

rzez
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3.zlg.Do wykresu funkcji f (x) =,fi, oo,,owadzono W punkcie A stycznq, która

jest prostopadła do prostej l: 6x'y + 4 =0. Wyznacz współrzędne punktu A.

3.214. Do wykresu funkcji f (x) = xf + 2x- 3 poprowadzono w punkcie A stycznq,

która jest równo|egta do prostej k: fx + y ł7 = 0' Napisz równanie kierunkowe pro-

stej /, która jest prostopadta do tej stycznej i przechodzi przez punkt A.

g.11s.Na paraboli o równaniu , = -Ż,, Wyznacz taki punkt P, którego od|egłość

od punktu A(I2, O)jest najmniejsza'

3.fl6.Na gałęzi hiperboli o równaniu , =?, gdziex e (_co, O), wyznacz taki punkt P,

X

którego od|egłość od punktu A(L, -| jest najmniejsza.

3.2L7.Na wykresie funkcji okreś|onej Wzorem , =I,' Wyznacz taki punkt P o od-

/ 1\
ciętej dodatniej, którego od|egłość od punktu o|o, -',)jest najmniejsza.

3.zll.Wśród prostokqtów, których dwa wierzchotki należq do paraboli o równaniu

y = (x + 3)z, zaśo*. po'o't.te na proste j k: y = 4, znajduje się taki, którego po|e jest

największe. oblicz współrzędne wierzchołkóW tego prostokqta i jego poIe.

*3.2Lg. Do parabo|i o równaniu Y =-x2- 9 poprowadzono styczne k i /, które prze-

cinajq się w punkcie A(4, 0). Wyznacz:

a) równania stycznych k i /

b)poletrójkqtaABC,gdziepunktyBiCsqpunktamistycznościprostychki/ipara-
boli.

*3.22o.Styczna do wykresu funkcji/(x) = !6xz1 1, gdzie x + O, przechodzqca przez
X

poczqtek układu wspótrzędnych ma z parabo|q o równaniu Y=3x2 +Ifx- 12 dwa

punktywspó|neAiB'Napiszrównanieokręgu,któregośrednicqjestodcinekAB.

4.2. Ponizsza tabela pr;

w taki sposób, że cyfra c

zbioru {6, 7, 8,9}. Narys

rzone liczby.

l"

I

I

f-
L

4.f:*
Reguła mnożr

4.1. ltla iIe sposobów r

do dyspozycji cztery d;

chłopców: Edwina, Fran

Wypisz wszystkie moż|il

4.3. lle jest liczb dwuc
cyfra dziesiqtek jest wię
wszystkie utworzone lic

4.4. lle jest liczb trzycy
dziesiqtek jest Iiczbq po

drzewo, w którym gatęz

4.5. Z cyfr ze zbioru A
cyfrowe, przy czym cyfr

utworzone liczby. lle sp

cyfry jedności?

4.6. Z cyf r ze zbioru B =

w których cyfry nie mog
||e jest wśród nich Iiczb


