
Pierwsza litera nazwiska 1&%
'$

Egzamin 1 termin

8.02.22

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ podanego ci¡gu funkcyjnego na podanym zbio-
rze:

fn(x) =
1

1 + (x+ n)2
, (−∞,∞).

Rozwi¡zanie: Ustalmy dowolne x. Mamy

fn(x) =
1
n2

1
n2 + (x

n
+ 1)

→ 0.

Ci¡g funkcyjny jest wi¦c zbie»ny do 0 w ka»dym punkcie. Zauwa»my, »e

sup
x∈R

|fn(x)| = fn(−n) = 1.

Zbie»no±¢ nie jest wi¦c jednostajna na (−∞,∞).
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Zadanie 2. Zbadaj zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej (tylko zbie»no±¢):∫ ∞

0

dx

x2/3 + x5/3
.

Rozwi¡zanie: Caªka ma 2 niewªa±ciwo±ci, w 0 i w ∞. Rozdzielmy j¡ wi¦c na dwie caªki,
po (0, 1] i po [1,∞). Sprawd¹my zbie»no±¢ pierwszej. Ustalmy ϵ > 0.∫ 1

ϵ

dx

x2/3 + x5/3
≤

∫ 1

ϵ

dx

x2/3
= 3 · x

1
3

∣∣∣1
ϵ
= 3− 3 3

√
ϵ ≤ 3.

Ta caªka jest wi¦c zbie»na, bo gdy ϵ → 0+ caªka obci¦ta jest funkcj¡ rosn¡c¡ i ograniczon¡.
Sprawd¹my zbie»no±¢ drugiej caªki. Ustalmy M > 1.∫ M

1

dx

x2/3 + x5/3
≤

∫ M

1

dx

x5/3
= − 3

2
x− 2

3

∣∣∣M
1

=
3

2
− 3

2
· 1

M
2
3

≤ 3

2
.

Ta caªka te» jest zbie»na, podobnie jak poprzednio. Caªka obci¦ta jest funkcj¡ rosn¡c¡
M , i ograniczon¡. Istnieje wi¦c granica gdy M → ∞. Obie caªki niewªa±ciwe s¡ zbie»ne,
wi¦c ª¡cznie caªa caªka te» jest zbie»na.
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Zadanie 3. Oblicz granic¦:

lim
n→∞

(n2 + 0

(3n)3
+

n2 + 1

(3n+ 1)3
+

n2 + 2

(3n+ 2)3
+

n2 + 3

(3n+ 3)3
+ · · ·+ n2 + n

(4n)3

)
.

Rozwi¡zanie: Chcemy zinterpretowa¢ ten ci¡g jako ci¡g sum Riemanna.

an =
n∑

i=0

n2 + i

(3n+ i)3
=

1

n

n∑
i=0

1 + i
n2

(3 + i
n
)3
.

Wida¢, »e wyra»enie i
n2 w liczniku nie pasuje do schematu. Nie s¡ to równo rozmieszczone

punkty podziaªu. Ale zauwa»my, »e ten skªadnik ci¡gu ma granic¦ 0:

1

n

n∑
i=0

i
n2

(3 + i
n
)3

≤ 1

33 · n3

n∑
i=0

i =
n(n+ 1)

54n3
→ 0.

Mo»emy wi¦c ograniczy¢ si¦ do ci¡gu

bn =
1

n

n∑
i=0

1

(3 + i
n
)3
.

Zauwa»amy, »e jest to ci¡g sum Riemanna (po pomini¦ciu wyrazu i = 0, który d¡»y do 0)
funkcji f(x) = frac1(3 + x)3, przedziaªu [0, 1], podziaªu jednostajnego i

n
i wyboru pra-

wych ko«ców do próbkowania warto±ci funkcji w przedzialikach. Z twierdzenia o sumach
Riemanna mamy wi¦c

lim
n→∞

bn =

∫ 1

0

dx

(3 + x)3
= − 1

2
(3 + x)−2

∣∣∣1
0
=

1

2

1

9
− 1

2

1

16
=

7

9 · 32
.
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Zadanie 4. Oblicz caªk¦: ∫
arctan(x)

x2
dx.

Rozwi¡zanie: B¦dziemy caªkowa¢ przez cz¦±ci:∫
arctan(x)

x2
dx =

∫
arctan(x)

(
− 1

x

)′
dx = − arctan(x)

x
+

∫
dx

x(x2 + 1)
.

Pozostaªa nam wi¦c do policzenia caªka wymierna. Rozkªadamy na uªamki proste:

1

x(x2 + 1)
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 1
=

A+ Ax2 +Bx2 + Cx

x(x2 + 1)
.

Wyliczamy: A = 1, B = −1, C = 0. Dalej:∫
dx

x(x2 + 1)
=

∫
dx

x
−

∫
x

x2 + 1
dx = log |x| − 1

2
log(x2 + 1).

W ostatniej caªce zrobili±my oczywiste podstawienie t = x2 + 1.
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Zadanie 5. Oblicz granic¦:

lim
x→∞

(
1 +

1

x+ 2

)2x−1

.

Rozwi¡zanie: Mo»emy skorzysta¢ z de l'Hospitala, ale mo»emy te» skorzysta¢ z tego, co
wiemy o liczbie e. zamieniaj¡c x+ 2 = y mamy

lim
x→∞

(
1 +

1

x+ 2

)2x−1

= lim
y→∞

(
1 +

1

y

)2y−5

=

(
limy→∞

(
1 + 1

y

)y)2

(
limy→∞

(
1 + 1

y

))5 =
e2

15
= e2.



Pierwsza litera nazwiska 6&%
'$

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Znajd¹ warto±ci najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ podanej funkcji na podanym prze-
dziale:

f(x) = (x− 3)2 e|x|, [−1, 4].

Rozwi¡zanie: Wiemy, »e warto±ci najwi¦ksza i najmniejsza osi¡gane s¡ albo na ko«cach
przedziaªu, albo w punktach nieró»niczkowalno±ci albo w punktach gdzie pochodna jest
0. Znajd¹my punkty w których pochodna jest 0. Dla x ∈ [−1, 0] mamy

f(x) = (x− 3)2 e−x ⇒ f ′(x) = 2(x− 3) e−x − (x− 3)2 e−x = (x− 3) e−x(2− (x− 3)).

Na tym przedziale pochodna nie zeruje si¦ nigdzie. Dla x ∈ [0, 4] mamy

f(x) = (x− 3)2 ex ⇒ f ′(x) = 2(x− 3) ex + (x− 3)2 ex = (x− 3) ex(2 + (x− 3)).

Pochodna zeruje si¦ w punkcie x = 1. Mamy wi¦c do rozwa»enia 4 punkty: -1, 4 (ko«ce),
0 (nieró»niczkowalno±¢) oraz 1 (pochodna 0).

f(−1) = 16 · e, f(0) = 9, f(1) = 4 · e, f(4) = e4.

Najmniejsz¡ z tych warto±ci jest ewidentnie 9, a najwi¦ksz¡ 16e lub e4. Pytanie, co jest
wi¦ksze, 16 czy e3? Wykonuj¡c proste rachunki zauwa»amy, »e 2, 73 > 19, a skoro e > 2, 7
to warto±ci¡ najwi¦ksz¡ jest e4.


