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Zadanie 1. Zbadaj zbieznos$é¢ jednostajna podanego ciagu funkcyjnego na podanym zbio-
rze:

1
P = e (7o)
Rozwigzanie: Ustalmy dowolne x. Mamy
1
folz) = —2—— 0.

L+ (E+)
Ciag funkcyjny jest wiec zbiezny do 0 w kazdym punkcie. Zauwazmy, ze

sup | fu(z)] = fu(—n) = 1.
r€R

Zbieznos¢ nie jest wiec jednostajna na (—oo, 00).
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Zadanie 2. Zbadaj zbieznos¢ calki niewlasciwej (tylko zbieznosc):
o dz
0 x2/3 + 15/3°

Rozwigzanie: Caltka ma 2 niewtasciwosci, w 0 i w oo. Rozdzielmy ja wiec na dwie calki,
po (0,1] i po [1,00). Sprawdzmy zbiezno$¢ pierwszej. Ustalmy € > 0.

! dx <1dx_3%

Ta calka jest wiec zbiezna, bo gdy € — 07 calka obcieta jest funkcjg rosnaca i ograniczona.
Sprawdzmy zbieznosé¢ drugiej catki. Ustalmy M > 1.

MWoode  _ Mdr 3 s
L PRy eB ) BT 2T

Ta catka tez jest zbiezna, podobnie jak poprzednio. Catka obcieta jest funkcja rosnaca
M, i ograniczong. Istnieje wiec granica gdy M — oco. Obie calki niewlasciwe sg zbiezne,
wiec lacznie cata catka tez jest zbiezna.

1
=3-3¥e<3.

€

M3 3 1 _3
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Zadanie 3. Oblicz granice:

n%+0 n?+1 n?+2 n%+3 n?+n
( B T Gnrl?  BGnr2?  Gntap +"'+W>
Rozwigzanie: Chcemy zinterpretowaé ten ciag jako ciag sum Riemanna.

%ZZW:‘Z

1=0

lim
n—oo

Widac, ze wyrazenie -z w liczniku nie pasuje do schematu. Nie sg to rowno rozmieszczone
punkty podziatu. Ale zauwazmy, ze ten sktadnik ciaggu ma granice 0:

I~ = n(n+1)
_Z(3+ 33 n3z e — 0.

Mozemy wiec ograniczy¢ sie do ciggu

] — 1
by=~-Y ——.
Per

Zauwazamy, ze jest to ciag sum Riemanna (po pominieciu wyrazu i = 0, ktory dazy do 0)
funkcji f(z) = fracl(3+ x)3, przedzialu [0,1], podziatu Jednostajnego L i wyboru pra-
wych koncow do probkowania wartosci funkeji w przedzialikach. Z twierdzenia o sumach
Riemanna mamy wiec
1
lim bn:/ L:_1(3+x)—2 1zll_lizi.
n—oo o (B+2x)3 2 o 29 216 9-32
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Zadanie 4. Oblicz catke:
t
/arc an(x) dz.

72
Rozwigzanie: Bedziemy catkowaé przez czesci:

arctan(z) 1\, arctan(z) dx
/de—/arctan(x)< E) dr = T+/m

Pozostala nam wiec do policzenia catka wymierna. Rozkladamy na utamki proste:
1 A Bax+C A+ Ax*+ Ba?+Cux

z(z? +1) z 241 z(z?+1)
Wyliczamy: A=1, B=—1, C = 0. Dalej:

dx dx T 1
—_ = — — =1 ——1 241).
/x<x2+1> /x /x2+1d:v og|z| — 7 log(z" +1)

W ostatniej calce zrobiliémy oczywiste podstawienie t = z? + 1.
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Zadanie 5. Oblicz granice:

1 2x—1
lim (1 + ) )

Rozwigzanie: Mozemy skorzystac z de I’'Hospitala, ale mozemy tez skorzystac¢ z tego, co
wiemy o liczbie e. zamieniajac x 4+ 2 = y mamy

T—00

1 \2z-1 1\ 2y—5 (hmy%oo (1 + g%)y> e2
lim (1+ 2) — lim (1+-> _ s=C=¢
T+ Y <hmy%o (1+ 1))

Y

Yy—00
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Zadanie 6. Znajdz wartosci najmniejsza i najwiekszg podanej funkcji na podanym prze-
dziale:
f(m) = (‘I—3>26‘z|7 [_174]

Rozwigzanie: Wiemy, ze warto$ci najwieksza i najmniejsza osiaggane sa albo na koncach
przedziatu, albo w punktach nier6zniczkowalnosci albo w punktach gdzie pochodna jest
0. Znajdzmy punkty w ktorych pochodna jest 0. Dla z € [—1,0] mamy
f@)=(@x -3 = fl(r)=2@—-3)e " —(z—-3)%e "= (r—3)e "2~ (z—3)).
Na tym przedziale pochodna nie zeruje si¢ nigdzie. Dla x € [0, 4] mamy
fx)=(r—3)%e" = fl(z)=2(x—3)e"+ (v —3)*e" = (z — 3) " (2 + (v — 3)).

Pochodna zeruje sie w punkcie x = 1. Mamy wiec do rozwazenia 4 punkty: -1, 4 (konce),
0 (nier6zniczkowalnosé¢) oraz 1 (pochodna 0).

f=1)=16-c, FO)=9, f()=4-e, f(4)=¢"
Najmniejszg z tych wartodci jest ewidentnie 9, a najwicksza 16e lub ef. Pytanie, co jest
wicksze, 16 czy e3? Wykonujac proste rachunki zauwazamy, ze 2,73 > 19, a skoro e > 2,7
to wartoscia najwieksza jest e,



