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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu i znajd¹ granic¦, je»eli jest zbie»ny:

an = n
√
n · 2n + 3n

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e n2n ≤ n3n, a w zwi¡zku z tym

n
√
3n ≤ an ≤ n

√
2n3n

3 ≤ an ≤ n
√
2 n
√
n 3.

Skrajne ci¡gi d¡»¡ do 3, wi¦c
lim
n→∞

an = 3.
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Zadanie 2. Rozwi¡» nierówno±¢∣∣∣|x+ 1| − |x− 1|
∣∣∣ < 1.

Rozwi¡zanie:Mo»emy rozwa»y¢ przypadki, x ≤ −1, −1 < x < 1 oraz x ≥ 1.

Dla x ≤ −1 mamy
∣∣∣|x + 1| − |x− 1|

∣∣∣ < 1 ↔ | − x− 1− (−x + 1)| < 1 ↔ 2 < 1. W tym

przypadku nie ma wi¦c rozwi¡za«.

Dla −1 < x < 1 mamy
∣∣∣|x + 1| − |x − 1|

∣∣∣ < 1 ↔ |x + 1 − (−x + 1)| < 1 ↔ |2x| < 1. W

tym przypadku rozwi¡zaniami s¡ x ∈ (−1
2
, 1
2
).

Dla x ≥ 1 mamy
∣∣∣|x + 1| − |x − 1|

∣∣∣ < 1 ↔ |x + 1 − (x − 1)| < 1 ↔ 2 < 1. Tak»e w tym

przypadku nie ma rozwi¡za«.
Podsumowuj¡c wszystkie przypadki, rozwi¡zaniem s¡ x ∈ (−1

2
, 1
2
).
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Zadanie 3. Oblicz wszystkie pierwiastki

3

√√
3− i.

Rozwi¡zanie: Przedstawiamy
√
3− i w postaci trygonometrycznej:

√
3− i = 2 ·

(√
3
2
+
(
− 1

2

)
i
)
= 2 ·

(
cos 11

6
π + i sin 11

6
π
)
.

Nast¦pnie wypisujemy pierwiastki:

w0 =
3
√
2 ·

(
cos 11

18
π + i sin 11

18
π
)
,

w1 =
3
√
2 ·

(
cos 23

18
π + i sin 23

18
π
)
,

w2 =
3
√
2 ·

(
cos 35

18
π + i sin 135

18
π
)
.
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Zadanie 4. Znajd¹ kresy zbioru:

A =
{m

n
;m,n ∈ N, m < 2n

}
.

Rozwi¡zanie:Zauwa»amy, »e przy podanych warunkach 0 < m
n
< 2. Mamy wi¦c inf A ≥

0 i supA ≤ 2. We¹my dowolne n ∈ N i m = 2n−1. Wtedy m
n
∈ A. Ale m

n
= 2n−1

n
= 2− 1

n
le»y dowolnie blisko 2 (n mo»e by¢ dowolnie du»e). Tak wi¦c

supA = 2.

Z drugiej strony we¹my m = 1 i n > 2. Znowu m
n
∈ A, ale m

n
= 1

n
i liczba ta le»y dowolnie

blisko 0 (n jest dowolnie du»e). Otrzymujemy

inf A = 0.
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Zadanie 5. Ci¡g {an} okre±lony jest rekurencyjnie:

a1 =
√
2, an+1 =

√
2 · an.

Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu i znajd¹ granic¦, je»eli jest zbie»ny.

Rozwi¡zanie: Gdyby ci¡g byª zbie»ny (do granicy g), to g musiaªaby speªnia¢

g =
√

2g ↔ g2 = 2g ↔ g = 0 lub 2.

Zauwa»my, »e ∀n 0 < an < 2 (dowód indukcyjny). Je»eli poka»emy, »e ci¡g jest rosn¡cy
lub malej¡cy, to musiaªby by¢ zbie»ny (monotoniczny i ograniczony). Spróbujmy pokaza¢,
»e jest rosn¡cy�

an+1 > an
√
2 · an > an

2 · an > a2n

a2n − 2 · an < 0.

Ta ostatnia nierówno±¢ jest speªniona, bo pokazali±my, »e 0 < an < 2. Ci¡g jest wi¦c
rosn¡cy, wi¦c zbie»ny, a jego granica to 0 lub 2. 0 nie mo»e by¢ granic¡, bo wszystkie
wyrazy an > a1 =

√
2. Mamy wi¦c

lim
n→∞

an = 2.
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Zadanie 6. Udowodnij, »e je»eli ci¡g {an} jest rozbie»ny do +∞ a ci¡g {bn} jest ogra-
niczony od doªu, to ci¡g {an + bn} jest rozbie»ny do +∞.

Rozwi¡zanie: Mamy pokaza¢, »e an + bn → +∞, czyli

∀M ∃n0 ∈ N ∀n > n0 an + bn > M.

Ustalmy zadane M . Ci¡g{bn} jest ograniczony od doªu, czyli istnieje liczba N taka, »e
∀n ∈ N bn > N . Ci¡g {an} jest rozbie»ny do +∞, wi¦c istnieje n0 ∈ N takie, »e dla n > n0

an > M−N . Dodaj¡c nierówno±ci stronami, otrzymujemy to co chcieli±my: an+bn > M .


