Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 1
19.11.21

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Zbadaj zbiezno$¢ ciagu i znajdz granice, jezeli jest zbiezny:
a, = V/n-2n+3n
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze n2" < n3", a w zwiazku z tym
V3r < a, < V/2n3"
3<a, < V2 Yn 3.
Skrajne ciagi daza do 3, wiec

lim a, = 3.
n—oo
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Zadanie 2. Rozwiaz niero6wnosé

‘\x+1\—|m—1| <1.

Rozwigzanie:Mozemy rozwazy¢ przypadki, x < —1, —1 < x < 1 oraz x > 1.

Dla z < —1 mamy ‘|x—|—1|—|x—1\‘ <lo|—az-1-(—a+1)<lo2<1. Wiym
przypadku nie ma wiec rozwigzan.

Dla —1 < z < 1 mamy ’|x+1|—|x—1\‘ <lejetl— (o)<l 2 <1 W

tym przypadku rozwiazaniami sa = € (—3, 3).

Dla z > 1 mamy ‘|$+1\—|$—1|’ <l |r+1—(r—1)] <1 2<1 Takiew tym
przypadku nie ma rozwiazan.
Podsumowujac wszystkie przypadki, rozwiazaniem sa x € (—

N =

 3)-
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Zadanie 3. Oblicz wszystkie pierwiastki

v V3 - i.
Rozwigzanie: Przedstawiamy /3 — i w postaci trygonometrycznej:
V3—i=2. (\/73—1— (— %)1) =2 (cos 7r+lsm1617r)
Nastepnie wypisujemy pierwiastki:
w0:\/_ (COS—?T—I—ISII] =),
\/_

)
(cos 2r +1isin = 7r)

32‘
V2 - (cos 9 4 isin 1357r).
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Zadanie 4. Znajdz kresy zbioru:

A= {@;m,n eN,m< Qn}.
n
Rozwigzanie:Zauwazamy, ze przy podanych warunkach 0 < ™ < 2. Mamy wigc inf A >

Oisup A < 2. Wezmy dowolne n € Nim =2n—1. Wtedy = € A. Ale * = % = 2—%
lezy dowolnie blisko 2 (n moze by¢ dowolnie duze). Tak wiec

sup A = 2.
1

Z drugiej strony wezmy m = 1in > 2. Znowu * € A, ale ™ = ~ i liczba ta lezy dowolnie
blisko 0 (n jest dowolnie duze). Otrzymujemy

inf A=0.
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Zadanie 5. Ciag {a,} okreslony jest rekurencyjnie:
a; = \/5, nt1 = V2 ay,.
Zbadaj zbieznos¢ ciggu i znajdz granice, jezeli jest zbiezny.
Rozwiazanie: Gdyby ciag byl zbiezny (do granicy g), to g musiataby spelniaé¢
g:@ & ¢* =29 < g=01lub2.
Zauwazmy, ze Vn 0 < a,, < 2 (dowod indukeyjny). Jezeli pokazemy, ze ciag jest rosnacy

lub malejacy, to musiatby by¢ zbiezny (monotoniczny i ograniczony). Sprobujmy pokazad;,
ze jest rosnacyt,

Ap+1 > Qp
V2-a, > ay,
2-a, >a’
a2 —2-a, <0.
Ta ostatnia nieréwnos$¢ jest spelniona, bo pokazalismy, ze 0 < a, < 2. Ciag jest wiec
rosnacy, wiec zbiezny, a jego granica to 0 lub 2. 0 nie moze by¢ granicg, bo wszystkie
wyrazy a, > a; = v/2. Mamy wiec

lim a, = 2.
n—oo
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Zadanie 6. Udowodnij, ze jezeli ciag {a,} jest rozbiezny do +oo a ciag {b,} jest ogra-
niczony od dotu, to ciag {a, + b,} jest rozbiezny do +oc.

Rozwigzanie: Mamy pokazaé, ze a, + b, — +00, czyli
VM dng € NVn >ng a,+b, > M.

Ustalmy zadane M. Ciag{b,} jest ograniczony od dotu, czyli istnieje liczba N taka, ze
Vn € Nb, > N. Ciag {a,} jest rozbiezny do +00, wiec istnieje ng € N takie, ze dlan > ng
a, > M — N. Dodajac nieréwno$ci stronami, otrzymujemy to co chcielismy: a,, +b, > M.



