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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Niech f b¦dzie jak¡± funkcj¡ na przedziale [a, b]. Niech

fn(x) =
[n f(x) ]

n
, x ∈ [a, b], n ∈ N,

([ · ] to cz¦±¢ caªkowita). Udowodnij, »e ci¡g {fn} jest zbie»ny jednostajnie do f na [a, b].

Rozwi¡zanie: Mamy nast¦puj¡ce proste oszacowania zwi¡zane z [ · ]:
n f(x)− 1 < [n f(x) ] ≤ n f(x)

f(x)− 1

n
< fn(x) ≤ f(x)

− 1

n
< fn(x)− f(x) ≤ 0

|fn(x)− f(x)| < 1

n
.

Ró»nica pomi¦dzy fn(x) a f(x) jest wi¦c dowolnie maªa, niezale»nie od x ∈ [a, b].
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Zadanie 2. Zbadaj zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej i oblicz j¡, je»eli jest zbie»na∫ ∞

1

e−
1
x

x3
dx.

Rozwi¡zanie: Caªka ma tylko 1 niewªa±ciwo±¢, w +∞. Liczymy:∫ M

1

e−
1
x

x3
dx =


t =

1

x

dt = − 1

x2
dx


= −

∫ 1
M

1

te−t dt

=

∫ 1

1
M

te−t dt

=

∫ 1

1
M

t(−e−t)′ dt

= −t e−t
∣∣∣1

1
M

+

∫ 1

1
M

e−t dt

= − 1

e
+

e−
1
M

M
− e−t

∣∣∣1
1
M

= − 1

e
− 1

e
+

e−
1
M

M
+ e−

1
M

M→∞−−−−→ − 2

e
+ 1.

Otrzymujemy wi¦c, »e caªka jest zbie»na, oraz∫ ∞

1

e−
1
x

x3
dx = 1− 2

e
.
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Zadanie 3. Znajd¹ pochodn¡ funkcji okre±lonej na przedziale (−1, 1) wzorem

f(x) =
∞∑
n=0

(n+ 1) xn.

Uwaga: znajd¹ t¡ pochodn¡ w postaci �zwini¦tej�, bez znaku
∑

.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z faktu, »e szeregi pot¦gowe mo»na ró»niczkowa¢ �wyraz za
wyrazem�:

∞∑
n=0

(n+ 1) xn =
∞∑
n=0

(
xn+1

)′
=

(
∞∑
n=0

xn+1

)′

=

( ∞∑
n=1

xn

)′

=
( x

1− x

)′
=

x′(1− x)− x(1− x)′

(1− x)2

=
1− x− x(−1)

(1− x)2

=
1

(1− x)2
.
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Zadanie 4. Oblicz granic¦

lim
x→5

(6− x)
1

x−5 .

Rozwi¡zanie: Przeksztaªcamy wyra»enie nieoznaczone postaci 1∞:

lim
x→5

(6− x)
1

x−5 = lim
x→5

elog(6−x)
1

x−5

= lim
x→5

e
log(6−x)

x−5

= elimx→5
log(6−x)

x−5 .

Wyra»enie w wykªadniku jest nieoznaczone postaci 0
0
, a funkcja wykªadnicza jest ci¡gªa.

Obliczamy wykªadnik, korzystaj¡c z reguªy de l'Hospitala:

lim
x→5

log(6− x)

x− 5
= lim

x→5

−1
6−x

1
= −1.

Ostatecznie,

lim
x→5

(6− x)
1

x−5 = e−1 =
1

e
.
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Zadanie 5. Udowodnij nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

log x <
x

e
, ∀ x > 0, x ̸= e.

Uwaga: log x to logarytm naturalny.

Rozwi¡zanie: Rozwa»my funkcj¦

f(x) =
x

e
− log x.

Jej dziedzin¡ jest (0,∞), i jest ró»niczkowalna.

f ′(x) =
1

e
− 1

x
.

Rozwa»aj¡c znak pochodnej (±ci±le ujemna na (0, e) oraz ±ci±le dodatnia na (e,∞)) wi-
dzimy, »e f(x) jest ±ci±le malej¡ca na (0, e) oraz ±ci±le rosn¡ca na (e,∞). W e ma wi¦c
±cisªe minimum f(e) = 0. Dla ka»dego x ̸= e mamy wi¦c f(x) > 0, co jest dokªadnie nasz¡
nierówno±ci¡.
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Zadanie 6. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡∫
dx√

1 + 3
√
x+ 2

.

Rozwi¡zanie: U»ywamy podstawienia:

∫
dx√

1 + 3
√
x+ 2

=


t = 3

√
x+ 2

dt =
1

3

1(
3
√
x+ 2

)2 dx
3t2dt = dx


=

∫
3t2√
1 + t

dt

=

{
s = 1 + t

ds = dt

}
=

∫
3(s− 1)2√

s
ds

=

∫
3(s2 − 2s+ 1)√

s
ds

= 3

∫
s

3
2 ds− 6

∫
s

1
2 ds+ 3

∫
s−

1
2 ds

= 3
s

5
2

5
2

− 6
s

3
2

3
2

+ 3
s

1
2

1
2

+ C

=
6

5
(t+ 1)

5
2 − 4 (t+ 1)

3
2 + 6 (t+ 1)

1
2 + C

=
6

5

√
1 + 3

√
x+ 2

5

− 4

√
1 + 3

√
x+ 2

3

+ 6

√
1 + 3

√
x+ 2 + C.

Równie dobrze mo»na podstawi¢ za now¡ zmienn¡ caªy mianownik.


