Pierwsza litera nazwiska @

Egzamin 1 termin
9.02.23

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Niech f bedzie jaka$ funkcja na przedziale [a,b]. Niech

fn(x)zm, x € [a,b], neN,

n
([] to czesé catkowita). Udowodnij, ze ciag {f.} jest zbiezny jednostajnie do f na [a, b].

Rozwigzanie: Mamy nastepujace proste oszacowania zwigzane z | - |:

nflz) =1 <[nf(x)] <nf()

f@) = < fula) < f(2)

< fulo) — (@) <0

ule) — F@) < 1

Roznica pomiedzy f,(x) a f(z) jest wiec dowolnie matla, niezaleznie od x € [a, b].
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Zadanie 2. Zbadaj zbieznos¢ calki niewtasciwej i oblicz ja, jezeli jest zbiezna

1

0 o=z
o

dz.

Rozwigzanie: Catka ma tylko 1 niewtasciwos$é, w +oo. Liczymy:

_1
T

1
N e e
M—o0 2

e

+ 1.

Otrzymujemy wiec, ze caltka jest zbiezna, oraz

-

-1 9
¢ der=1— —.

e
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Zadanie 3. Znajdz pochodng funkcji okreslonej na przedziale (—1,1) wzorem

[e.9]

f(z) = Z(n +1)a".

n=0
Uwaga: znajdz ta pochodna w postaci ,zwinietej”, bez znaku .

Rozwigzanie: Korzystamy z faktu, ze szeregi potegowe mozna roézniczkowaé ,wyraz za
wyrazem’:

i(n +1)2" = i (:)3"“)
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Zadanie 4. Oblicz granice
lim (6 — x)wfio

T—5
Rozwigzanie: Przeksztalcamy wyrazenie nieoznaczone postaci 1°°:

1
. 1 . _1)\Z—5
lim (6 — )7 = lim 18¢=2)"
r—5 xr—5
. log(6—x)
= lime =-5
r—5
= elinlw_)5 Mgzwfgz)

Wyrazenie w wyktadniku jest nieoznaczone postaci %, a funkcja wyktadnicza jest ciagla.
Obliczamy wyktadnik, korzystajac z reguty de I'Hospitala:
log(6 — =1
lim 0800 ey
z—5 xr—25 z—5 1
Ostatecznie,

1
lim (6 — x)ﬁ =e =",
x—5 e
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Zadanie 5. Udowodnij nastepujacg nieré6wnosé
loga:<£, Va>0,xF#e.
e
Uwaga: log z to logarytm naturalny.

Rozwigzanie: Rozwazmy funkcje
f(z) = T log .
e

Jej dziedzina jest (0,00), i jest rézniczkowalna.
, 11
flo)=<-o
Rozwazajac znak pochodnej (Scisle ujemna na (0, e) oraz $cisle dodatnia na (e, 00)) wi-
dzimy, ze f(x) jest $ci§le malejaca na (0, e) oraz $cisle rosngca na (e,00). W e ma wiec
$ciste minimum f(e) = 0. Dla kazdego = # e mamy wiec f(z) > 0, co jest doktadnie nasza
nier6wnoscia.
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Zadanie 6. Oblicz catke nieoznaczona

/ dx
VIt Vr+2
Rozwigzanie: Uzywamy podstawienia:

t= /o +2
1 1
/—5”: dt = —————dx
V1+ Yz 12 3 (Vz+2)
3t2dt = dx
3t?

i

s=1+t
_{ds:dt }

(t+1)% — (t+1)%+6(t+1)%+0

\/1—|— Vo +2 —4\/1—|— Vo +2 +6\/1—|— Vi +2+4C.

Roéwnie dobrze mozna podstavvlc za nowa zmienng caly mianownik.



