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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Zbadaj zbie»no±¢ ci¡gu i znajd¹ granic¦, je»eli jest zbie»ny:
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Rozwi¡zanie: Piszemy:

an =
√
n ·
√
n−

√
n2 − 1

=
√
n ·
√

n−
√
n2 − 1 ·

√
n+

√
n2 − 1√

n+
√
n2 − 1

=
√
n ·

√
1√

n+
√
n2 − 1

=

√
n√

n+
√
n2 − 1

=
1√

1 +
√

1− 1
n2

n→∞−−−→ 1√
2
.



Pierwsza litera nazwiska 2&%
'$

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Rozwi¡» nierówno±¢

13

x− 3
− 3

x+ 1
< −4.

Rozwi¡zanie: Rozwa»my najpierw przypadek (x−3)(x+1) > 0, czyli x > 3 lub x < −1.
Mno»¡c stronami przez (x− 3)(x+ 1) nierówno±¢ nie zmienia si¦

13(x+ 1)− 3(x− 3) < −4(x− 3)(x+ 1)

10x+ 22 < −4x2 + 8x+ 12

2x2 + x+ 5 < 0.

Wida¢, »e równanie 2x2 + x+ 5 = 0 nie ma rzeczywistych pierwiastków, wi¦c nierówno±¢
nie ma rozwi¡za«.
Rozwa»my teraz przypadek (x − 3)(x + 1) < 0, czyli x > −1 ∧ x < 3. Po pomno»eniu
stronami nierówno±¢ odwraca si¦, i przyjmuje posta¢, tak jak poprzednio

2x2 + x+ 5 > 0.

Ta ostatnia nierówno±¢ jest prawdziwa zawsze, wi¦c rozwi¡zaniem caªo±ci zadania jest
odcinek (−1, 3).
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Zadanie 3. Oblicz: (
1√
2
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2
i
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.

Rozwi¡zanie:W postaci trygonometrycznej mamy:
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Zadanie 4. Zbadaj zbie»no±¢ i ew. zbie»no±¢ absolutn¡ szeregu:

∞∑
n=1

5n2 − 1

n3 + 6n2 + 8n+ 47
.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e wyrazy szeregu s¡ dodatnie, wi¦c nie ma ró»nicy pomi¦dzy

zbie»no±ci¡ zwykª¡ i absolutna. Spodziewamy si¦, »e wyrazy b¦d¡ rz¦du ∼ 1
n
(ze wzgl¦du

na stopnie wielomianów), wi¦c korzystamy z kryterium porównawczego:

5n2 − 1

n3 + 6n2 + 8n+ 47
>

4n2

n3
= 4 · 1

n
.

Szereg
∑

1
n
jest rozbie»ny, wi¦c nasz szereg równie».
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Zadanie 5. Zbadaj zbie»no±¢ i ew. zbie»no±¢ absolutn¡ szeregu:
∞∑
n=2

(−1)n

n−
√
n
.

Rozwi¡zanie: Jest to szereg naprzemienny, wi¦c skorzystamy z kryterium Leibniza. Za-
uwa»my, »e 1

n−
√
n
→ 0, i sprawd¹my monotoniczno±¢:

1
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√
n
>

1

n+ 1−
√
n+ 1
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√
n < n+ 1−

√
n+ 1

√
n+ 1−

√
n < 1

1 <
√
n+ 1 +

√
n.

Ostatnia nierówno±¢ jest prawdziwa, wi¦c wyj±ciowa te». Szereg jest wi¦c zbie»ny. Z drugiej
strony zauwa»my, »e 1

n−
√
n
> 1

n
, wi¦c z kryterium porównawczego szereg

∞∑
n=2

1

n−
√
n

nie jest zbie»ny. Szereg wyj±ciowy
∞∑
n=2

(−1)n

n−
√
n

jest wi¦c zbie»ny, ale nie absolutnie.
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Zadanie 6. Udowodnij, »e je»eli ci¡g {an} jest zbie»ny do 0 a ci¡g {bn} jest ograniczony,
to ci¡g {an · bn} jest zbie»ny do 0.

Rozwi¡zanie: Ci¡g {bn} jest ograniczony, to oznacza, »e

∃M ∀n ∈ N |bn| ≤ M.

Skoro an → 0 to tak»e |an| → 0. Mamy

|an · bn| ≤ |an| ·M,

−|an| ·M ≤ an · bn ≤ |an| ·M,

wi¦c z 3 ci¡gów an · bn → 0.


