Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 2
2.12.22

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Funkcja arctan(%) nie jest okreslona w punkcie x = 0. Czy mozna nadac jej
taka warto$¢ w punkcie x = 0, zeby byla w tym punkcie ciggta?

Rozwigzanie: Pytanie sprowadza sie do tego, czy funkcja ma granice w 0. Sprawdzamy
granice jednostronne:
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Funkcja nie ma wiec granicy w 0, w zwiazku z tym nie moze zosta¢ przedtuzona do ciaglej
w 0.
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Zadanie 2. Oblicz granice (m i n to pewne liczby naturalne)

Uwaga: nie mozna korzysta¢ z reguly de ’'Hospitala.
Rozwigzanie: Wiemy, ze
g™ —1=(r—1)(@™ " 2™+ 1),
i podobnie dla n. Wstawiamy:
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Zadanie 3. Oblicz granice:
a3 x?
lim ( — )
z—oo \222 —1 22 +1
Uwaga: nie mozna korzystac¢ z regulty de 1’Hospitala.

Rozwigzanie: Sprowadzamy do wspdlnego mianownika:

, z3 z? . 3(2r 4+ 1) — 2222 - 1)
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Zadanie 4. Niech a,b > 0. Udowodnij, ze réwnanie

asin(z)+b==x
ma co najmniej jeden dodatni pierwiastek, nie wiekszy niz a + 0.
Rozwigzanie: Rozwazmy funkcje pomocnicza
f(z) =2 —asin(z) —b.

Zauwazmy, ze f(0) = —b < 0. Z drugiej strony, f(a+b) = a—a sin(a+b) > 0. Albo wiec
fla+b) =0 (i wtedy a+ b jest pierwiastkiem), albo funkcja f zmienia znak na przedziale
[0, a + b], wiec jako funkcja ciggla musi gdzies w srodku przyja¢ wartosé 0.
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Zadanie 5. Wyznacz promien zbieznosci R szeregu potegowego:

;(_WH (2n —1)(2n — 1)1

Rozwiazanie: Wyrazy szeregu (lacznie z potega x) oznaczamy a,, i stosujemy kryterium
d’Alemberta:

Unt1 |z |21 (2n —1)(2n — 1)!
an | (2n+1)(2n +1)! |x|2n—1
, 2n—1 1
— o 221
2n+1 (2n)(2n+1)
n—r00
— 0.

Granica ta jest rowna 0 niezaleznie od x, wiec szereg jest zbiezny w kazdym punkcie.
Promien zbieznosci jest wiec nieskonczony: R = oo.
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Zadanie 6. Wyznacz promien zbieznosci R szeregu potegowego:

o0

Syt

n=1

Zbadaj zbieznos¢ tego szeregu na koncach przedziatu zbieznosci, czyli w punktach x = £R.

(-

Rozwigzanie: Korzystamy ze wzoru na promien zbieznosci (a, = ~——):
1
. : Py . on+1
R = lim = lim 44— = lim =1
n—00 | (p41 n—oo P n—o00 n

Promien zbieznosci wynosi wiec R = 1. Dla z = 1 mamy

[e.e] o
" (_1)n+1
-1 n+1" — ANV
D ()=
n=1 n=1
Szereg ten jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza. Dla z = —1 mamy
- "
> ()M Z .
n=1

Jest to szereg harmoniczny, rozbiezny.



