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Kolokwium 2

2.12.22

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Funkcja arctan( 1
x
) nie jest okre±lona w punkcie x = 0. Czy mo»na nada¢ jej

tak¡ warto±¢ w punkcie x = 0, »eby byªa w tym punkcie ci¡gªa?

Rozwi¡zanie: Pytanie sprowadza si¦ do tego, czy funkcja ma granic¦ w 0. Sprawdzamy
granice jednostronne:

lim
x→0+

arctan
(1
x

)
= lim

t→+∞
arctan(t) =

π

2

(
x =

1

t

)
,

lim
x→0−

arctan
(1
x

)
= lim

t→−∞
arctan(t) = − π

2

(
x =

1

t

)
.

Funkcja nie ma wi¦c granicy w 0, w zwi¡zku z tym nie mo»e zosta¢ przedªu»ona do ci¡gªej
w 0.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Oblicz granic¦ (m i n to pewne liczby naturalne)

lim
x→1

xm − 1

xn − 1
.

Uwaga: nie mo»na korzysta¢ z reguªy de l'Hospitala.

Rozwi¡zanie: Wiemy, »e

xm − 1 = (x− 1)(xm−1 + xm−2 + · · ·+ x+ 1),

i podobnie dla n. Wstawiamy:

lim
x→1

xm − 1

xn − 1
= lim

x→1

(x− 1)(xm−1 + xm−2 + · · ·+ x+ 1)

(x− 1)(xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ 1)

= lim
x→1

xm−1 + xm−2 + · · ·+ x+ 1

xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ 1

=
m

n
.
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Zadanie 3. Oblicz granic¦:

lim
x→∞

( x3

2x2 − 1
− x2

2x+ 1

)
.

Uwaga: nie mo»na korzysta¢ z reguªy de l'Hospitala.

Rozwi¡zanie: Sprowadzamy do wspólnego mianownika:

lim
x→∞

( x3

2x2 − 1
− x2

2x+ 1

)
= lim

x→∞

x3(2x+ 1)− x2(2x2 − 1)

(2x2 − 1)(2x+ 1)

= lim
x→∞

x3 + x2

4x3 + 2x2 − 2x− 1

= lim
x→∞

1 + 1
x

4 + 2 1
x
− 2 1

x2 − 1
x3

=
1

4
.
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Zadanie 4. Niech a, b > 0. Udowodnij, »e równanie

a sin(x) + b = x

ma co najmniej jeden dodatni pierwiastek, nie wi¦kszy ni» a+ b.

Rozwi¡zanie: Rozwa»my funkcj¦ pomocnicz¡

f(x) = x− a sin(x)− b.

Zauwa»my, »e f(0) = −b < 0. Z drugiej strony, f(a+ b) = a− a sin(a+ b) ≥ 0. Albo wi¦c
f(a+ b) = 0 (i wtedy a+ b jest pierwiastkiem), albo funkcja f zmienia znak na przedziale
[0, a+ b], wi¦c jako funkcja ci¡gªa musi gdzie± w ±rodku przyj¡¢ warto±¢ 0.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Wyznacz promie« zbie»no±ci R szeregu pot¦gowego:
∞∑
n=1

(−1)n+1 x2n−1

(2n− 1)(2n− 1)!
.

Rozwi¡zanie: Wyrazy szeregu (ª¡cznie z pot¦g¡ x) oznaczamy an i stosujemy kryterium
d'Alemberta: ∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = |x|2n+1

(2n+ 1)(2n+ 1)!
· (2n− 1)(2n− 1)!

|x|2n−1

= |x|2 · 2n− 1

2n+ 1
· 1

(2n)(2n+ 1)
n→∞−−−→ 0.

Granica ta jest równa 0 niezale»nie od x, wi¦c szereg jest zbie»ny w ka»dym punkcie.
Promie« zbie»no±ci jest wi¦c niesko«czony: R = ∞.
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Zadanie 6. Wyznacz promie« zbie»no±ci R szeregu pot¦gowego:
∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
.

Zbadaj zbie»no±¢ tego szeregu na ko«cach przedziaªu zbie»no±ci, czyli w punktach x = ±R.

Rozwi¡zanie: Korzystamy ze wzoru na promie« zbie»no±ci (an = (−1)n+1

n
):

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1
n
1

n+1

= lim
n→∞

n+ 1

n
= 1.

Promie« zbie»no±ci wynosi wi¦c R = 1. Dla x = 1 mamy
∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
=

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
.

Szereg ten jest zbie»ny na mocy kryterium Leibniza. Dla x = −1 mamy
∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
= −

∞∑
n=1

1

n
.

Jest to szereg harmoniczny, rozbie»ny.


