Pierwsza litera nazwiska

Egzamin 1 termin
30.01.24

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Oblicz granice
lim | —arccosx | .
z—0 \ 7T

Rozwigzanie: Poniewaz arccos(0) = 7, wiec granica jest wyrazeniem nieoznaczonym
postaci 17, Piszemy wiec:

2 x log(% arccos x) . log( % arccos x)
lim [ —arccosxz | =lime @ = elima—0 @ )
z—0 \ 7T z—0

Granice w wyktadniku liczymy z reguty de I’Hospitala:
log(2 arccos ) ge ru 1 —2 2

lim lim . X = ——

z—0 x 2=0 2 arccos(z) /1 — 22 T

Ostatecznie,

) 2 g 2
lim | — arccos x —=e 7.
z—0 \ 7T
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Zadanie 2. Wyznacz ekstrema funkcji

flx) = o] -e 1

Rozwigzanie: Dla z < 0 mamy
flx)=—z-e"t = fllo)=—"1—2e" = "o+ 1)
Widzimy, ze f'(x) > 0dlax < =11 f'(z) < 0dla z > —1, czyli w x = —1 mamy
ekstremum (maksimum).
Dla z = 0 mamy f(z) = 0, a skoro poza 0 funkcja jest dodatnia, wiec w x = 0 tez

mamy ekstremum (minimum).
Dla 0 < x < 1 mamy

f@)y=z-1 = flla)=e"4+ze" ="+ 1),

wiec f'(z) > 0 i funkcja rosnie, nie ma wiec ekstremow.
Dla x > 1 mamy

f@y=z-e" = flr)=e"" -z =e""(1 —2),

pochodna wiec jest ujemna i funkcja maleje, nie ma wiec ekstremow.
W koticu zauwazmy, ze w © = 1 funkcja ma ekstremum (maksimum), bo rosnie po lewej
a maleje po prawej.
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Zlaannie 3 Znajdz pole figury ograniczonej krzywa y = coshx = %, prosta y =
(e 4 1) i osig OY.
Rozwigzanie: Mamy X

2—1e(€2+ 1) = e—; € =coshl,
wiec krzywa y = cosh x lezy ponizej prostej y = 2—16(62 + 1) dla 0 <z < 1,1 przecinaja sie
w punkcie (1,cosh1). Pole jest wiec rowne

1 1 T —x 1 1 1 1 1
/ <—<€2+1>—i> da::—(e2+1)——/ e’”dm——/ e dx
0o \2e 2 2e 2 Jo 2 Jo

1 1

e++ 1, L
= — =€ —e

2 2 1, 2 |,
e+1 e+1+§ 1
2 2 2 2 2
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Zadanie 4. Znajdz objetos¢ bryly obrotowej powstalej przez obrét obszaru pomiedzy
parabolami y = /z iy = 2%, 0 <z < 1 wokét osi OX

Rozwigzanie: Mamy wzor

1% :W/bf(x)de,

wstawiajac dostajemy

vr | 1 (<ﬁ>2—<x2>2) de =7 / l’df”‘”/ol o=

Lot (1 1) 3
—T—| =7|(=—=) =71—.
. \275) T "o

o 9
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Zadanie 5. Oblicz catke

/5 dx
0 2v4++3r+1
Rozwigzanie: Podstawiamy:
3z +1
5 1 1
dx _ J)dt = -———-3dx
/0 2t +3r+1 2V3z+1

=dx

2
3
2 4
25/ t21 dt
4
dt
/1 212 4+ 3t — 2 +3t—2

2/ dt.
2t—1 )(t +2)

I
DO

Rozktadamy na utamki proste

t A B : 2
= + = + .
Qt—1)(t+2) 2t—1 t+2 26—1 t+2
Ostatecznie
/4 t 2 [ dt 4 [t dt
——dt== | —+ - [ —
L 2t 43t —2 5/ 20—1 5 ), t+2
1 oy !
—log |2t — 1|| + —log |t + 1]
5 D 1
1 4
g(log 7—logl)+ g(log 6 — log 3)
1

5log7—|—310g2
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Zadanie 6. Pokaz, ze ciagg funkcyjny
1

n(1) = ——

ful@) 1+ (x4 n)?

jest zbiezny w kazdym punkcie x € R, ale nie jest zbiezny jednostajnie na (—oo,00).
Pokaz, ze ciag ten jest zbiezny jednostajnie na potprostej [0, 00).

Rozwigzanie: Dla ustalonego x € R

1
1 nZ n—r0

= — 0.
2 2
1+ (z+n) #+<%+1>
Zbieznos¢ nie jest jednostajna, bo
sup | fu(2) — 0 = fu(—n) =1,

IS

niezaleznie od n. Z drugiej strony, dla x > 0

1 1
= <
falz) 1+ (x+n)2 ~ 1+4+n?

niezaleznie od x. Zbieznos¢ jest wiec jednostajna.




