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Zadanie 1. Oblicz granic¦

lim
x→0

(
2

π
arccosx

) 1
x

.

Rozwi¡zanie: Poniewa» arccos(0) = π
2
, wi¦c granica jest wyra»eniem nieoznaczonym

postaci 1±∞. Piszemy wi¦c:

lim
x→0

(
2

π
arccosx

) 1
x

= lim
x→0

e
log( 2

π arccos x)

x = elimx→0
log( 2

π arccos x)

x .

Granic¦ w wykªadniku liczymy z reguªy de l'Hospitala:

lim
x→0

log( 2
π
arccosx)

x
de l'H
= lim

x→0

1
2
π
arccos(x)

·
− 2

π√
1− x2

= − 2

π
.

Ostatecznie,

lim
x→0

(
2

π
arccosx

) 1
x

= e−
2
π .
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Zadanie 2. Wyznacz ekstrema funkcji

f(x) = |x| · e−|x−1|.

Rozwi¡zanie: Dla x < 0 mamy

f(x) = −x · ex−1 ⇒ f ′(x) = −ex−1 − xex−1 = −ex−1(x+ 1).

Widzimy, »e f ′(x) > 0 dla x < −1 i f ′(x) < 0 dla x > −1, czyli w x = −1 mamy
ekstremum (maksimum).
Dla x = 0 mamy f(x) = 0, a skoro poza 0 funkcja jest dodatnia, wi¦c w x = 0 te»

mamy ekstremum (minimum).
Dla 0 < x < 1 mamy

f(x) = x · ex−1 ⇒ f ′(x) = ex−1 + xex−1 = ex−1(x+ 1),

wi¦c f ′(x) > 0 i funkcja ro±nie, nie ma wi¦c ekstremów.
Dla x > 1 mamy

f(x) = x · e1−x ⇒ f ′(x) = e1−x − xe1−x = e1−x(1− x),

pochodna wi¦c jest ujemna i funkcja maleje, nie ma wi¦c ekstremów.
W ko«cu zauwa»my, »e w x = 1 funkcja ma ekstremum (maksimum), bo ro±nie po lewej

a maleje po prawej.
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Zadanie 3. Znajd¹ pole �gury ograniczonej krzyw¡ y = coshx = ex+e−x

2
, prost¡ y =

1
2e
(e2 + 1) i osi¡ OY .

Rozwi¡zanie: Mamy
1

2e
(e2 + 1) =

e+ 1
e

2
= cosh 1,

wi¦c krzywa y = coshx le»y poni»ej prostej y = 1
2e
(e2 + 1) dla 0 ≤ x ≤ 1, i przecinaj¡ si¦

w punkcie (1, cosh 1). Pole jest wi¦c równe∫ 1

0

(
1

2e
(e2 + 1)− ex + e−x

2

)
dx =

1

2e
(e2 + 1)− 1

2

∫ 1

0

exdx− 1

2

∫ 1

0

e−xdx

=
e+ 1

e

2
− 1

2
ex
∣∣∣∣1
0

+
1

2
e−x

∣∣∣∣1
0

=
e+ 1

e

2
− e

2
+

1

2
+

1
e

2
− 1

2

=
1

e
.
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Zadanie 4. Znajd¹ obj¦to±¢ bryªy obrotowej powstaªej przez obrót obszaru pomi¦dzy
parabolami y =

√
x i y = x2, 0 ≤ x ≤ 1 wokóª osi OX

Rozwi¡zanie: Mamy wzór

V = π

∫ b

a

f(x)2 dx,

wstawiaj¡c dostajemy

V = π

∫ 1

0

(
(
√
x)2−(x2)2

)
dx = π

∫ 1

0

xdx−π

∫ 1

0

x4dx = π
x2

2

∣∣∣∣1
0

−π
x5

5

∣∣∣∣1
0

= π
(1
2
−1

5

)
= π

3

10
.
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Zadanie 5. Oblicz caªk¦ ∫ 5

0

dx

2x+
√
3x+ 1

.

Rozwi¡zanie: Podstawiamy:

∫ 5

0

dx

2x+
√
3x+ 1

=


t =

√
3x+ 1

dt =
1

2

1√
3x+ 1

· 3dx

2

3
t dt = dx


=

2

3

∫ 4

1

t

2
(

t2−1
3

)
+ t

dt

= 2

∫ 4

1

t

2t2 + 3t− 2
dt

= 2

∫ 4

1

t

(2t− 1)(t+ 2)
dt.

Rozkªadamy na uªamki proste

t

(2t− 1)(t+ 2)
=

A

2t− 1
+

B

t+ 2
=

1
5

2t− 1
+

2
5

t+ 2
.

Ostatecznie

2

∫ 4

1

t

2t2 + 3t− 2
dt =

2

5

∫ 4

1

dt

2t− 1
+

4

5

∫ 4

1

dt

t+ 2

=
1

5
log |2t− 1|

∣∣∣∣4
1

+
4

5
log |t+ 1|

∣∣∣∣4
1

=
1

5
(log 7− log 1) +

4

5
(log 6− log 3)

=
1

5
log 7 +

4

5
log 2.
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Zadanie 6. Poka», »e ci¡g funkcyjny

fn(x) =
1

1 + (x+ n)2

jest zbie»ny w ka»dym punkcie x ∈ R, ale nie jest zbie»ny jednostajnie na (−∞,∞).
Poka», »e ci¡g ten jest zbie»ny jednostajnie na póªprostej [0,∞).

Rozwi¡zanie: Dla ustalonego x ∈ R
1

1 + (x+ n)2
=

1
n2

1
n2 +

(
x
n
+ 1

)2

n→∞−→ 0.

Zbie»no±¢ nie jest jednostajna, bo

sup
x∈R

|fn(x)− 0| = fn(−n) = 1,

niezale»nie od n. Z drugiej strony, dla x ≥ 0

fn(x) =
1

1 + (x+ n)2
≤ 1

1 + n2
,

niezale»nie od x. Zbie»no±¢ jest wi¦c jednostajna.


