Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 3
5.01.24

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Dla p > 0 znajdz granice:
1p+2p+...+np
nl{olo np+1

Rozwigzanie: Mamy:

n . n .
1 I\P
S a e ()
i=1 i=
Punkty £, i =1,...,n tworzg podzial przedziatu [0, 1] na n podprzedzialéow réwnej dhu-
gosci % (%)p to wartosci funkcji 2? w punktach podzialu, wiec z twierdzenia o zbieznosci

sum Riemanna sumy te zbiegaja do catki:
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Zadanie 2. Oblicz pole figury ograniczonej krzywa dang rownaniem
y? = 2*(1 — 2%).

Rozwigzanie: Figura to obszar pomiedzy wykresami funkcji fi(z) = —y/22(1 — 22) =
—|x|v1 — 2% oraz fo(z) = |x|V/1 — 22 dla z € [—1,1]. Pole to jest wiec rowne:

1
P:/ 2|z|vV1 — 2?2 dx
-1
1
:2/ 2x V1 —22dx bo funkcja jest parzysta
0
[ t=1-2a?
C\dt = —2zdx
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Zadanie 3. Oblicz dtugosé¢ krzywej bedacej wykresem funkcji
flz) =z, z€]0,4].

Rozwigzanie: Mamy

fla)=Sot = VTR =14

a wiec
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Zadanie 4. Oblicz caltke nieoznaczona:

Rozwigzanie:

("= 1) +2(e" — 1) + C.
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Zadanie 5. Oblicz caltke nieoznaczona:

T
/$3_1d93.

Rozwigzanie: Mamy rozklad mianownika: (z° — 1) = (z — 1)(2% + z + 1), a wiec takze
rozktad na ulamki proste:

. N Bx +C
-1 -1 z22+4z+1
Przyréwnujaé stronami wyznaczamy state: A = %, B = —% iC = % Otrzymujemy:

T 1 dx 1 r—1
dr = = —— | —dx.
3 —1 3 z—1 3 24+r+1

Obie calki liczymy osobno:
d
/ ’ =log|z — 1]+ C.
r—1

Druga catke rozktadamy dodatkowo:

/ r—1 dx_1/2x+1—3dx_1/ 2x+ 1 d:v—§/ dx
2+r+1 2 24+r+1 2 24+r+1 2 24+rc+1

W pierwszej z tych dwoch calek robimy podstawienie:
2z + 1 t=a+z+1 dt
——dr = = | —=log|t|+C =1 2 1)+ C.
/x2+x+1 ’ {dt:(2x+1)dx} t ot + og(v” +x+1)+

ostatnia catke sprowadzamy do arcusa tangensa:

/ dx _/ dx
24+z+1 ) (x+1)243

Ostatecznie:

T 1 1 1 2 1
der = =1 —1]—-=1 2 1) + — arct — — C.
/.CE3—1 T 3 og |x | 5 og(z®+x+ )+\/§arcan(\/§x+\/§>+
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Zadanie 6. Znajdz punkt przeciecia stycznej do wykresu funkcji f(z) = x? w punkcie
(2,4) z osia OY.

Rozwigzanie: Mamy f'(z) = 2z, czyli f'(2) = 4. Réwnanie stycznej do wykresu w
punkcie (2,4) ma postac:

y—4=4(x—2), czyli y=4x—4.
Podstawiamy x = 0 i wychodzi y = —4. Punktem przeciecia jest wiec punkt (0, —4).



