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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Dla p > 0 znajd¹ granic¦:

lim
n→∞

1p + 2p + · · ·+ np

np+1
.

Rozwi¡zanie: Mamy:
n∑

i=1

ip

np+1
=

1

n

n∑
i=1

( i

n

)p

.

Punkty i
n
, i = 1, . . . , n tworz¡ podziaª przedziaªu [0, 1] na n podprzedziaªów równej dªu-

go±ci 1
n
. ( i

n
)p to warto±ci funkcji xp w punktach podziaªu, wi¦c z twierdzenia o zbie»no±ci

sum Riemanna sumy te zbiegaj¡ do caªki:∫ 1

0

xp dx =
xp+1

p+ 1

∣∣∣1
0
=

1

p+ 1
.



Pierwsza litera nazwiska 2&%
'$

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Oblicz pole �gury ograniczonej krzyw¡ dan¡ równaniem

y2 = x2(1− x2).

Rozwi¡zanie: Figura to obszar pomi¦dzy wykresami funkcji f1(x) = −
√
x2(1− x2) =

−|x|
√
1− x2 oraz f2(x) = |x|

√
1− x2 dla x ∈ [−1, 1]. Pole to jest wi¦c równe:

P =

∫ 1

−1

2|x|
√
1− x2 dx

= 2

∫ 1

0

2x
√
1− x2 dx bo funkcja jest parzysta

=

{
t = 1− x2

dt = −2x dx

}
= −2

∫ 0

1

√
t dt

= 2

∫ 1

0

√
t dt

= 2
t
3
2

3
2

∣∣∣∣1
0

= 2
2

3

=
4

3
.
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Zadanie 3. Oblicz dªugo±¢ krzywej b¦d¡cej wykresem funkcji

f(x) = x
3
2 , x ∈ [0, 4].

Rozwi¡zanie: Mamy

f ′(x) =
3

2
x

1
2 ⇒

√
1 + f ′2(x) =

√
1 +

9

4
x,

a wi¦c

L =

∫ 4

0

√
1 +

9

4
x dx

=

{
t = 1 + 9

4
x

dt = 9
4
dx

}
=

4

9

∫ 10

1

√
t dt

=
4

9

t
3
2

3
2

∣∣∣∣10
1

=
8

27

(
10

3
2 − 1

)
=

8

27

(√
1000− 1

)
.
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Zadanie 4. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫
dx√
ex − 1

.

Rozwi¡zanie: ∫
dx√
ex − 1

=

{
t =

√
ex − 1

dt = 1
2

1√
ex−1

ex dx

}
→ ex = t2 + 1

= 2

∫
(t2 + 1)dt

= 2
(t3
3
+ t

)
+ C

=
2

3

(
ex − 1

) 3
2 + 2

(
ex − 1

) 1
2 + C.
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Zadanie 5. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫
x

x3 − 1
dx.

Rozwi¡zanie: Mamy rozkªad mianownika: (x3 − 1) = (x− 1)(x2 + x + 1), a wi¦c tak»e

rozkªad na uªamki proste:

x

x3 − 1
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + x+ 1
.

Przyrównuj¡¢ stronami wyznaczamy staªe: A = 1
3
, B = −1

3
i C = 1

3
. Otrzymujemy:∫

x

x3 − 1
dx =

1

3

∫
dx

x− 1
− 1

3

∫
x− 1

x2 + x+ 1
dx.

Obie caªki liczymy osobno: ∫
dx

x− 1
= log |x− 1|+ C.

Drug¡ caªk¦ rozkªadamy dodatkowo:∫
x− 1

x2 + x+ 1
dx =

1

2

∫
2x+ 1− 3

x2 + x+ 1
dx =

1

2

∫
2x+ 1

x2 + x+ 1
dx− 3

2

∫
dx

x2 + x+ 1
.

W pierwszej z tych dwóch caªek robimy podstawienie:∫
2x+ 1

x2 + x+ 1
dx =

{
t = x2 + x+ 1

dt = (2x+ 1)dx

}
=

∫
dt

t
= log |t|+ C = log(x2 + x+ 1) + C.

ostatni¡ caªk¦ sprowadzamy do arcusa tangensa:∫
dx

x2 + x+ 1
=

∫
dx

(x+ 1
2
)2 + 3

4

=
4

3

∫
dx(

x+ 1
2√
3

2

)2

+ 1

=

{
t = 2√

3
x+ 1√

3

dt = 2√
3
dx

}

=
2√
3
arctan(t) + C

=
2√
3
arctan

( 2√
3
x+

1√
3

)
+ C.

Ostatecznie:∫
x

x3 − 1
dx =

1

3
log |x− 1| − 1

6
log(x2 + x+ 1) +

1√
3
arctan

( 2√
3
x+

1√
3

)
+ C.
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Zadanie 6. Znajd¹ punkt przeci¦cia stycznej do wykresu funkcji f(x) = x2 w punkcie

(2, 4) z osi¡ OY .

Rozwi¡zanie: Mamy f ′(x) = 2x, czyli f ′(2) = 4. Równanie stycznej do wykresu w

punkcie (2, 4) ma posta¢:

y − 4 = 4(x− 2), czyli y = 4x− 4.

Podstawiamy x = 0 i wychodzi y = −4. Punktem przeci¦cia jest wi¦c punkt (0,−4).


