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1. Mówimy, »e ci¡g liczb zespolonych {wn} jest zbie»ny, je»eli istnieje liczba zespolona

w taka, »e |wn − w| → 0. Liczb¦ w nazywamy granic¡ ci¡gu {wn}: w = limn→∞wn.

Poka», »e ci¡g zbie»ny ma tylko jedn¡ granice..

2. Mówimy, »e ci¡g liczb zespolonych {wn} jest ci¡giem Cauchy'ego, je»eli

∀ϵ > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ∈ N, m, n ≥ n0 |wn − wm| < ϵ.

Poka», »e ci¡g jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy gdy jest Cauchy'ego. Mo»na wykorzysta¢

analogiczne twierdzenie dla ci¡gów rzeczywistych.

3. Mówimy, »e szereg o wspóªczynnikach zespolonych
∑

zn jest zbie»ny, je»eli jego ci¡g

sum cz¦±ciowych

SN =
N∑

n=1

zn

jest zbie»ny. Niech {an} b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych nieujemnych takim, »e

szereg
∑

an jest zbie»ny. Poka», »e je»eli {zn} jest ci¡giem liczb zespolonych takim, »e

|zn| ≤ an dla prawie wszystkich n to szereg
∑

zn jest zbie»ny.

4. Dla z ∈ C de�niujemy funkcj¦ wykªadnicz¡

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
.

Poka», »e de�nicja ma sens, to znaczy powy»szy szereg jest zbie»ny dla ka»dej liczby

z ∈ C. Poka», »e zbie»no±¢ jest jednostajna na ka»dym ograniczonym podzbiorze C.
5. Udowodnij, »e dla dowolnych z1, z2 ∈ C zachodzi

ez1 ez2 = ez1+z2 .

6. Udowodnij, »e dla x, y ∈ R zachodzi

ex+iy = ex(cos y + i sin y).

Poka», »e |ex+iy| = ex.

7. Poka», »e ez = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy z = 2πki, k ∈ Z.
8. Poka», »e ka»da liczba z ∈ C mo»e by¢ zapisana w postaci

z = r eiθ,

gdzie r jest wyznaczone jednoznacznie w zakresie 0 ≤ r < ∞ a θ ∈ R jest wyznaczona

z dokªadno±ci¡ do caªkowitej wielokrotno±ci 2π. Poka», »e r = |z| oraz θ = arctan(y/x)
je»eli te wzory maj¡ sens.

9. Poka», »e dla θ ∈ R

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
oraz sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
.
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10. Sprawd¹, »e funkcja f(x) = einx jest okresowa z okresem 2π oraz

1

2π

∫ π

−π

einx dx =

{
1 dla n = 0,

0 dla n ̸= 0.

U»yj tego faktu do wykazania nast¦puj¡cych zale»no±ci:

1

π

∫ π

−π

cosnx cosmxdx =

{
1 dla n = m,

0 dla n ̸= m.

Podobnie, poka», »e

1

π

∫ π

−π

sinnx sinmxdx =

{
1 dla n = m,

0 dla n ̸= m.

Poka» te», »e ∫ π

−π

sinnx cosmxdx = 0 dla dowolnych m,n.

11. Udowodnij, »e dla dowolnych a, b, t ∈ R istniej¡ A,φ ∈ R takie, »e

a cos t+ b sin t = A cos(t− φ).

12. Poka», »e je»eli f jest caªkowalna na sko«czonych przedziaªach i T okresowa, to∫ b

a

f(x) dx =

∫ b−T

a−T

f(x) dx =

∫ b+T

a+T

f(x) dx dla dowolnych a, b,

oraz ∫ b

a

f(x) dx =

∫ T

0

f(x) dx dla dowolnych a, b takich »e b− a = T .

13. Niech f b¦dzie 2π okresowa, i caªkowalna na [−π, π].
• Poka», »e szereg Fouriera f mo»na zapisa¢ jako:

f̂(0) +
∞∑
n=1

(
f̂(n) + f̂(−n)

)
cosnθ + i

(
f̂(n)− f̂(−n)

)
sinnθ.

• Poka», »e je»eli f jest parzysta, to f̂(n) = f̂(−n) i szereg redukuje si¦ do szeregu

cosinusów.

• Poka», »e je»eli f jest nieparzysta, to f̂(n) = −f̂(−n) i szereg redukuje si¦ do

szeregu sinusów.

• Je»eli f(θ + π) = f(θ) dla wszystkich θ to f̂(n) = 0 dla wszystkich nieparzystych

n.
• Poka», »e f ma warto±ci rzeczywiste wtedy i tylko wtedy gdy f̂(n) = f̂(−n) dla

wszystkich n.
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