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1. Niech f b¦dzie 2πokresow¡ funkcj¡ nieparzyst¡, zadan¡ na przedziale [0, π]wzorem
f(x) = x (π − x).

• Narysuj wykres f .
• Oblicz wspóªczynniki Fouriera f i poka», »e

f(x) =
8

π

∑
n≥1

n−nieparz.

sinnx

n3
.

2. Na przedziale [−π, π] mamy funkcj¦

f(x) =

{
0 : |x| > δ,

1− |x|/δ : |x| ≤ δ.

Poka», »e

f(x) =
δ

2π
+ 2

∞∑
n=1

1− cosnδ

n2πδ
cosnx.

3. Niech f b¦dzie dana na przedziale [−π, π] wzorem f(x) = |x|.
• Narysuj wykres f .
• Oblicz wspóªczynniki Fouriera f , i poka», »e

f(x) =

{
π
2

: n = 0,
−1+(−1)n

πn2 : n ̸= 0.

• Jak wygl¡da rozwini¦cie f w szereg sinusów i cosinusów?
• Podstawiaj¡c x = 0 poka», »e∑

n≥1
n−nieparz.

1

n2
=

π2

8
oraz

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

4. Niech {an}Nn=1 i {bn}Nn=1 b¦d¡ sko«czonymi ci¡gami liczb zespolonych. Niech Bk =∑k
n=1 bn b¦dzie sum¡ cz¦±ciow¡, przy czym przyjmujemy B0 = 0.
• Udowodnij wzór na sumowanie przez cz¦±ci:

N∑
n=M

anbn = aNBN − aMBM−1 −
N−1∑
n=M

(an+1 − an)Bn.

• Wywnioskuj z powy»szego tak zwane kryterium Dirichleta zbie»no±ci szeregów:
je»eli sumy cz¦±ciowe szeregu

∑
bn s¡ wspólnie ograniczone, a {an} jest ci¡giem

liczb rzeczywistych malej¡cym monotonicznie i zbie»nym do 0, to szereg
∑

anbn
jest zbie»ny.

5. Sprawd¹, »e
1

2i

∑
n̸=0

einx

n
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jest szeregiem Fouriera tak zwanego przebiegu piªoksztaªtnego, czyli funkcji 2π okre-
sowej, danej przez f(0) = 0 oraz

f(x) =

{
−π

2
− x

2
: −π ≤ x < 0,

π
2
− x

2
: 0 < x ≤ π.

Zauwa», »e funkcja ta nie jest ci¡gªa, ale jej szereg Fouriera jest zbie»ny w ka»dym
punkcie. W szczególno±ci zauwa», »e suma szeregu w 0 jest±redni¡ warto±ci¡ granic
jednostronnych f w 0. (Wsk.: u»yj kryterium Dirichleta.)

6. Niech f(x) = χ[a,b](x) b¦dzie funkcj¡ charakterystyczn¡ przedziaªu [a, b] ⊂ [−π, π],
czyli

χ[a,b] =

{
1 : x ∈ [a, b],

0 : x /∈ [a, b].

• Poka», »e szereg Fouriera f jest dany przez

f(x) ∼ b− a

2π
+
∑
n̸=0

e−ina − e−inb

2πin
einx.

• Poka», »e je»eli a ̸= b oraz a ̸= −π lub b ̸= π to szereg Fouriera nie jest abso-
lutnie zbie»ny dla »adnego x. (Wsk.: wystarczy pokaza¢, »e dla wielu n zachodzi
| sinnx0| ≥ c > 0, gdzie x0 = (b− a)/2.)

• Poka», »e szereg Fouriera jest jednak zbie»ny dla ka»dego x. Co si¦ dzieje w przy-
padku a = −π lub b = π?

7. Niech f b¦dzie 2π okresow¡ funkcj¡, która nale»y do klasy Ck. Poka», »e

f̂(n) = O(1/|n|k) dla |n| → ∞.

Powy»sza notacja znaczy, »e istnieje staªa C taka, »e |f̂(n)| ≤ C/|n|k. (Wsk.: caªkuj
przez cz¦±ci.)

8. Przypu±¢my, »e {fk}∞k=1 jest ci¡giem funkcji caªkowalnych na przedziale [−π, π] takich,
»e ∫ π

−π

|fk(x)− f(x)| dx → 0 dla k → ∞.

Poka», »e f̂k(n) → f̂(n) dla k → ∞, jednostajnie ze wzgl¦du na n.
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