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1. Niech f bedzie 2mokresowa funkcja nieparzysta, zadana na przedziale [0, 7]wzorem
flz) =a(r —x).
e Narysuj wykres f.
e Oblicz wspotezynniki Fouriera f i pokaz, ze

I :2 Z sinmc.

n3
n>1

n—nieparz.

2. Na przedziale [—7, 7| mamy funkcje

B 0 x| >4,
f("”)_{1—\x|/5 Ja] < 6.

Pokaz, ze

)
f(z + 2 Z —cosn CcoS NT.
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3. Niech f bedzie dana na przedziale [—m, 7] wzorem f(z) = |z|.
e Narysuj wykres f.
e Oblicz wspotezynniki Fouriera f, i pokaz, ze

z :n =0,
f(x) = {1+(21)” S0

e Jak wyglada rozwiniecie f w szereg sinuséw i cosinusow?
e Podstawiajac x = 0 pokaz, ze

Z 1 7T2 > 1 7T2

— =— oraz — = —.
e n? 8 —~n 6
n—nieparz.
4. Niech {a,}M_; i {b,}Y_, beda skoriczonymi ciagami liczb zespolonych. Niech Bj =
22:1 b, bedzie sumg czeéciows, przy czym przyjmujemy By = 0.

e Udowodnij wzor na sumowanie przez czesci:

N N—1
E anb, = anBy — ayBy—1 — E (nt1 — an)By,.
n=M n=M

e Wywnioskuj z powyzszego tak zwane kryterium Dirichleta zbieznosci szeregow:
jezeli sumy czesSciowe szeregu » b, sa wspolnie ograniczone, a {a,} jest ciagiem
liczb rzeczywistych malejacym monotonicznie i zbieznym do 0, to szereg > a,b,
jest zbiezny.

5. Sprawdz, ze
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jest szeregiem Fouriera tak zwanego przebiegu pitoksztattnego, czyli funkcji 27 okre-
sowej, danej przez f(0) = 0 oraz

Zauwaz, ze funkcja ta nie jest ciagta, ale jej szereg Fouriera jest zbiezny w kazdym
punkcie. W szczegdlnosci zauwaz, ze suma szeregu w 0 jestSrednia wartoscia granic
jednostronnych f w 0. (Wsk.: uzyj kryterium Dirichleta.)

. Niech f(z) = Xoy(x) bedzie funkcjg charakterystyczna przedziatu [a,b] C [—m, 7],

czyli
1w efab]
Xat] = {O :x ¢ [a,b].
e Pokaz, 7e szereg Fouriera f jest dany przez
—ina _ ,—inb

f(x)wb_a+z—e —° e
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e Pokaz, ze jezeli a # b oraz a # —m lub b # 7 to szereg Fouriera nie jest abso-
lutnie zbiezny dla zadnego x. (Wsk.: wystarczy pokazaé, ze dla wielu n zachodzi
| sinnag| > ¢ > 0, gdzie xg = (b —a)/2.)

e Pokaz, ze szereg Fouriera jest jednak zbiezny dla kazdego x. Co sie dzieje w przy-
padku a = —7 lub b = 77

. Niech f bedzie 27 okresows funkcja, ktora nalezy do klasy C*. Pokaz, ze

fn)=0(1/|]n*)  dla|n| — co.

Powyisza notacja znaczy, ze istnieje stala C' taka, ze |f(n)| < C/|n|F. (Wsk.: calkuj
przez czesci.)

. Przypusémy, ze {fi}32, jest ciagiem funkeji catkowalnych na przedziale [—m, 7] takich,
ze

/7r |frx(x) — f(x)|dz — 0 dla & — oo.

Pokaz, ze fk(n) — f(n) dla & — oo, jednostajnie ze wzgledu na n.



