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1. Poka», »e je»eli szereg
∑

an jest zbie»ny do s, to jest tak»e zbie»ny do s w sensie Cesàro
(wspóªczynniki an zespolone).

2. Poka», »e je»eli szereg
∑

an jest zbie»ny do s, to jest tak»e zbie»ny do s w sensie Abela
(wspóªczynniki an zespolone).

Wsk.: Mo»na zaªo»y¢, »e s = 0. Niech sn = a1 + · · · + an. Wtedy
∑N

1 anr
n = (1 −

r)
∑N

1 snr
n + sNr

N+1.

3. Poka», »e istniej¡ szeregi rozbie»ne, ale zbie»ne w sensie Abela.
Wsk.: an = (−1)n.

4. Poka», »e je»eli szereg
∑

an jest zbie»ny do s w sensie Cesàro to jest te» zbie»ny do s
a sensie Abela.
Wsk.: Zauwa», »e

∑
anr

n = (1 − r)2
∑

nσnr
n, gdzie σn = (s1 + · · · + sn)/n, a sn to

sumy cz¦±ciowe
∑

an.

5. Poka», »e istniej¡ szeregi zbie»ne w sensie Abela ale nie zbie»ne w sensie Cesàro.
Wsk.: Spróbuj an = (−1)nn.

6. Udowodnij, »e je»eli szereg
∑

an jest zbie»ny do s metod¡ Cesàro, oraz an = o(1/n),
to jest tak»e zbie»ny do s w zwykªym sensie.
Wsk.: sn − σn = (a2 + · · ·+ (n− 1)an)/n.

7. Poka», »e powy»sze stwierdzenie pozostaje prawdziwe, je»eli metod¦ Cesàro zast¡pi¢
metod¡ Abela.
Wsk.: Oszacuj ró»nic¦ odpowiednich sum cz¦±ciowych dla r = 1− 1/N .

8. Przypu±¢my, »e f ma w x0 nieci¡gªo±¢ skokow¡, to znaczy poni»sze granice istniej¡, ale
s¡ ró»ne

lim
x→x−

0

f(x) = f(x−
0 ), lim

x→x+
0

f(x) = f(x+
0 ).

Poka», »e szereg Fouriera f jest w x0 zbie»ny w sensie Abela do ±redniej arytmetycznej
tych warto±ci.

9. Poka», »e powy»sze zadanie jest prawdziwe tak»e dla zbie»no±ci w sensie Cesàro.

10. Niech Dn b¦dzie j¡drem Dirichleta, i niech

Ln =
1

2π

∫ π

−π

|Dn(x)| dx.

Udowodnij, »e Ln ≥ c log n dla pewnej staªej c.
Wsk.: Wykorzystaj oszacowanie

∑N
1 1/n ≥ c logN .


