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1. Niech

f(x) =

{
0 : x = 0

log(1/x) : 0 < x ≤ 2π,

i niech funkcje fn b¦d¡ obci¦ciami:

fn(x) =

{
0 : 0 ≤ x ≤ 1/n

f(x) : 1/n < x ≤ 2π.

Udowodnij, »e fn jest ciagiem Cauchy'ego w L2(T), zbie»nym do f .

2. Niech ci¡g {an} b¦dzie dany wzorem

an =

{
1/n : n ≥ 1

0 : n ≤ 0.

Poka», »e funkcja o takich wspóªczynnikach Fouriera nie mo»e by¢ ograniczona.

3. Poka», »e szereg trygonometryczny∑
n≥2

1

log n
sinnx

jest zbie»ny dla ka»dego x, a jego granica nie jest funkcj¡ ograniczon¡.

4. U»ywaj¡c równo±ci Parsevala dla 2π okresowej funkcji danej przez f(x) = |x| na [−π, π]
poka», »e

∞∑
n=1

n−nieparz.

1

n4
=

π4

96
,

∞∑
n=1

1

n4
=

π4

90
.

5. U»ywaj¡c równo±ci Parsevala dla 2π okresowej nieparzystej funkcji danej przez f(x) =
x(π − x) na [0, π] poka», »e

∞∑
n=1

n−nieparz.

1

n6
=

π6

960
,

∞∑
n=1

1

n6
=

π6

945
.

6. Poka», »e je»eli α nie jest caªkowite, to szeregiem Fouriera funkcji danej przez

π

sin πα
ei(π−x)α na [0, 2π]

jest
∞∑

n=−∞

einx

n+ α
.

Zastosuj równo±¢ Parsevala »eby uzyska¢

∞∑
n=−∞

1

(n+ α)2
=

π2

(sinπα)2
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7. Udowodnij, »e ∫ ∞

0

sinx

x
=

π

2
.

Wsk.: Caªka z j¡dra Dirichleta wynosi 2π, zauwa», »e funkcja (1/ sin(x/2)) − 2/x jest

ci¡gªa na [−π, π] i wykorzystaj lemat Riemanna-Lebesgue's.

8. Poka», »e je»eli f jest 2π okresowa i klasy Ck na R to

f̂(n) = o(1/|n|k).

Wsk.: Zastosuj lemat Riemanna-Lebesgue'a

9. Poka», »e je»eli f jest 2π okresowa i klasy C1 na R to jej szereg Fouriera jest absolutnie

zbie»ny.

Wsk.: Zastosuj nierówno±¢ Cauchy'ego Schwarza i równo±¢ Parsevala dla f ′.
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