Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 1
21.11.25

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Znajdz kresy, gorny i dolny, zbioru:

{ m ;m,nEN}.
2m+n

(Przypomnijmy, ze na tym wyktadzie 0 ¢ N.)

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze zbior (oznaczmy go przez A) jest ograniczony od dotu przez
0:

m

Vm,n € N
2m+n

> 0,

1.
oraz od gory przez s:

m m
vm,n € N < — =

1
om+n  2m 2
Mamy wiec inf A > 0 oraz sup A < % Zalozmy, ze inf A = § > 0. Rozwazmy elementy A
postaci

1
24 n
W takim razie, z zalozenia, Vn € N
1 1 1
>0 <2 <-n<--—2.
2t TRsFensg

Otrzymali$émy wiec, ze zbior N jest ograniczony od gory, co, jak wiemy, jest nieprawdg.
Mamy wiec
inf A = 0.
Zatozmy teraz, ze sup A = C' < % Rozwazmy elementy A postaci
m
2m +1°

Z zatozenia, Ym € N
m
<
2m+1 —
2m+1
=

>

m
& 24 >

1
m
1

=

v

1
m=C
Z zalozenia % > 2, wiec
m < 1;
&—2
czyli wychodzi, ze zbioér liczb naturalnych jest ograniczony od gory. Jest to nieprawda,
wiec otrzymujemy

1
sup A = 5
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Zadanie 2. Udowodnij, ze jezeli

lim a,, = +o0 oraz lim b, =g <0,
n—oo n—oo
to
lim a, - b, = —c0.
n—oo

Rozwigzanie: Mamy pokazaé, ze
VM dngeN Vn>nyg a,-b, <M.

Ustalmy wiec zadane M. Wiemy, ze
dn, e N Vn>ng bn<g<07
(w definicji zbieznosci wystarczy wzigé e = —g/2.) Wiemy tez, ze

lim a, = 400
n—oo

Rozwazmy teraz 2 przypadki, M < 0 oraz M > 0. Jezeli M < 0 to niech ny € N bedzie
takie, ze

2M
Vn>ny a, > —.
g
Niech ng = max{ni,ns}. Dla n > ng mamy
2M 2M
ay > —— = a, - b, < — - by,
g g
(bo b, < 0). Mamy
2 2 2M
bn<g:>—bn>1(bo—<0)=>—bn<M(boM<0),
g g g

czyli, taczac to z poprzednim oszacowaniem, istotnie a, - b, < M. Jezeli M > 0 to niech
ne € N bedzie takie, ze

Vn>ny a, > 0.
Wtedy, dla ny = max{ny,ns} i n > ny mamy

a, b, <0< M.
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Zadanie 3. Wyznacz promien zbieznosci szeregu potegowego:

= o),
>

n=0

Rozwigzanie: Skorzystamy z kryt. d’Alemberta. Ustalmy x.

@2n+1))!  nt1

(n+1)2 . 2+ 1) (n+ 1)
= |\ .
@)t n (2n)! n!?
nl?
2] (2n +1)(2n + 2)
= |z
(n+1)(n+1)
(2+2)-2
= |z| "
1+1
% 4.

Promien zbieznos$ci to 71-
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Zadanie 4. Znajdz wszystkie zespolone pierwiastki:

V2 —2i.

Rozwigzanie: Zapisujemy 2 — 21 w postaci trygonometrycznej:

2—2i:\/§(cos%r+isin7—ﬂ).

4
Mamy wiec (3 V8 = \/5)
wozﬁ(cosi—gjtisini—g),
wlz\/§<cosll5—;+1sm115—27r>, (% ZW:I?TW),
wgz\/i(COSQf—;—i—ISIH?—;), (%—HMZQ?TW)
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Zadanie 5. Zbadaj zbiezno$¢, oraz ew. zbieznosé¢ absolutng szeregu

= . (n+2)
2V ey

Rozwigzanie: Sprawdzmy zbieznos¢ absolutna. Wydaje sie, ze nie jest zbiezny absolutnie,

bo
(n+2) 1
nn+1) n
Sprawdzmy to:
n+ 2 n 1 S I 11
nin+1) “nn+1) n+l1~"2n 2 n
Szereg o wyrazach % jest rozbiezny, wiec z kryt. poréwnawczego szereg o wyrazach n(”anl)

tez jest rozbiezny. Nasz szereg nie jest wiec zbiezny absolutnie. Sprawdzmy teraz zbieznosé
w zwyklym sensie. Szereg jest naprzemienny, wiec skorzystamy z kryt. leibniza. Mamy

= - — 0.
nn+1) 1+
Pozostaje sprawdzi¢ monotonicznosé:
n—+2 ; n-+3
nn+1) ~ (n+1)(n+2)
n+2 S n-+3
n ~ n+2
(n+2)? > n(n+3)
n?+4n+4>n%+3n
n+4>0.

Ostatnia nier6wnoé¢ jest prawdziwa, wiec na mocy kryt. Leibniza szereg jest zbiezny.




