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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Znajd¹ kresy, górny i dolny, zbioru:{
m

2m+ n
;m,n ∈ N

}
.

(Przypomnijmy, »e na tym wykªadzie 0 /∈ N.)
Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e zbiór (oznaczmy go przez A) jest ograniczony od doªu przez
0:

∀m,n ∈ N
m

2m+ n
> 0,

oraz od gory przez 1
2
:

∀m,n ∈ N
m

2m+ n
<

m

2m
=

1

2
.

Mamy wi¦c inf A ≥ 0 oraz supA ≤ 1
2
. Zaªó»my, »e inf A = δ > 0. Rozwa»my elementy A

postaci
1

2 + n
.

W takim razie, z zaªo»enia, ∀n ∈ N
1

2 + n
≥ δ ⇔ 2 + n ≤ 1

δ
⇔ n ≤ 1

δ
− 2.

Otrzymali±my wi¦c, »e zbiór N jest ograniczony od góry, co, jak wiemy, jest nieprawd¡.
Mamy wi¦c

inf A = 0.

Zaªó»my teraz, »e supA = C < 1
2
. Rozwa»my elementy A postaci

m

2m+ 1
.

Z zaªo»enia, ∀m ∈ N
m

2m+ 1
≤ C

⇔ 2m+ 1

m
≥ 1

C

⇔ 2 +
1

m
≥ 1

C

⇔ 1

m
≥ 1

C
− 2.

Z zaªo»enia 1
C
> 2, wi¦c

m ≤ 1
1
C
− 2

,

czyli wychodzi, »e zbiór liczb naturalnych jest ograniczony od góry. Jest to nieprawd¡,
wi¦c otrzymujemy

supA =
1

2
.
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Zadanie 2. Udowodnij, »e je»eli

lim
n→∞

an = +∞ oraz lim
n→∞

bn = g < 0,

to
lim
n→∞

an · bn = −∞.

Rozwi¡zanie: Mamy pokaza¢, »e

∀M ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 an · bn < M.

Ustalmy wi¦c zadane M . Wiemy, »e

∃n1 ∈ N ∀n ≥ n1 bn <
g

2
< 0,

(w de�nicji zbie»no±ci wystarczy wzi¡¢ ϵ = −g/2.) Wiemy te», »e

lim
n→∞

an = +∞

Rozwa»my teraz 2 przypadki, M < 0 oraz M ≥ 0. Je»eli M < 0 to niech n2 ∈ N b¦dzie
takie, »e

∀n ≥ n2 an >
2M

g
.

Niech n0 = max{n1, n2}. Dla n ≥ n0 mamy

an >
2M

g
⇒ an · bn <

2M

g
· bn,

(bo bn < 0). Mamy

bn <
g

2
⇒ 2

g
bn > 1 (bo

2

g
< 0) ⇒ 2M

g
bn < M (bo M < 0),

czyli, ª¡cz¡c to z poprzednim oszacowaniem, istotnie an · bn < M . Je»eli M ≥ 0 to niech
n2 ∈ N b¦dzie takie, »e

∀n ≥ n2 an > 0.

Wtedy, dla n0 = max{n1, n2} i n ≥ n0 mamy

an · bn < 0 ≤ M.
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Zadanie 3. Wyznacz promie« zbie»no±ci szeregu pot¦gowego:

∞∑
n=0

(2n)!

(n!)2
xn.

Rozwi¡zanie: Skorzystamy z kryt. d'Alemberta. Ustalmy x.∣∣∣∣ (2(n+1))!
(n+1)!2

xn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2n)!n!2
xn

∣∣∣∣ = |x| (2(n+ 1))!

(2n)!
· (n+ 1)!2

n!2

= |x| (2n+ 1)(2n+ 2)

(n+ 1)(n+ 1)

= |x|
(
2 + 1

n
) · 2

1 + 1
n

n→∞−→ 4|x|.
Promie« zbie»no±ci to 1

4
.
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Zadanie 4. Znajd¹ wszystkie zespolone pierwiastki:

3
√
2− 2 i.

Rozwi¡zanie: Zapisujemy 2− 2 i w postaci trygonometrycznej:

2− 2 i =
√
8

(
cos

7π

4
+ i sin

7π

4

)
.

Mamy wi¦c
(

3
√√

8 =
√
2
)
:

w0 =
√
2

(
cos

7π

12
+ i sin

7π

12

)
,

w1 =
√
2

(
cos

15π

12
+ i sin

15π

12

)
,

(
7π

4
+ 2π =

15π

4

)
,

w2 =
√
2

(
cos

23π

12
+ i sin

23π

12

)
,

(
7π

4
+ 4π =

23π

4

)
.
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Zadanie 5. Zbadaj zbie»no±¢, oraz ew. zbie»no±¢ absolutn¡ szeregu
∞∑
n=1

(−1)n
(n+ 2)

n (n+ 1)
.

Rozwi¡zanie: Sprawd¹my zbie»no±¢ absolutn¡. Wydaje si¦, »e nie jest zbie»ny absolutnie,
bo

(n+ 2)

n(n+ 1)
∼ 1

n
.

Sprawd¹my to:
n+ 2

n(n+ 1)
≥ n

n(n+ 1)
=

1

n+ 1
≥ 1

2n
=

1

2
· 1
n
.

Szereg o wyrazach 1
n
jest rozbie»ny, wi¦c z kryt. porównawczego szereg o wyrazach n+2

n(n+1)

te» jest rozbie»ny. Nasz szereg nie jest wi¦c zbie»ny absolutnie. Sprawd¹my teraz zbie»no±¢
w zwykªym sensie. Szereg jest naprzemienny, wi¦c skorzystamy z kryt. leibniza. Mamy

n+ 2

n(n+ 1)
=

1
n
+ 2

n2

1 + 1
n

n→∞−→ 0.

Pozostaje sprawdzi¢ monotoniczno±¢:

n+ 2

n(n+ 1)

?

≥ n+ 3

(n+ 1)(n+ 2)

n+ 2

n
≥ n+ 3

n+ 2

(n+ 2)2 ≥ n(n+ 3)

n2 + 4n+ 4 ≥ n2 + 3n

n+ 4 ≥ 0.

Ostatnia nierówno±¢ jest prawdziwa, wi¦c na mocy kryt. Leibniza szereg jest zbie»ny.


