Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 2
19.12.25

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Ustal, dla jakich p > 0 funkcja |z|P jest rozniczkowalna w 0. Oblicz pochodng
tej funkcji (w dowolnym punkcie) dla takich p.
Rozwigzanie: Obliczamy granice ilorazéw réznicowych, osobno prawo- i lewostronne.
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Granice jednostronne istniejg i sa rowne dokladnie wtedy, gdy p > 1, Dla takich p mamy:
(|lz[") = (a?)" = pa?™" = pla~!, x>0,
(JzP) = ((=2)") = p(=2)"(=1) = —plz["~!, @ <0.

Dla x = 0 pochodna wynosi 0, i zostata policzona na poczatku.
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Zadanie 2. Wyznacz dziedzine funkcji f oraz jej punkty cigglosci i nieciaglodci:
1
f@) ==
{z}

Uwaga: {z} oznacza czes¢ utamkowa, {x} = = — [z].

Rozwigzanie: {z} = 0 < 1z € Z, czyli dziedzina f sa wszystkie z € R ktore nie sa
liczbami catkowitymi. Rozwazmy przedzialt (k,k + 1), k € Z. Dla = w takim przedziale

1
f jest wiec ciagta na calym przedziale (k,k + 1), jako iloraz ciagltych. Poniewaz k byto
dowolne, f jest ciggla na calej swojej dziedzinie.




Pierwsza litera nazwiska

Nazwisko i imie:

Zadanie 3. Znajdz rownanie asymptoty w 400 (o ile asymptota istnieje) funkcji:

2
f(z) = xlog (ee + —).
x
Rozwigzanie: Wiemy, ze jezeli asymptota w +oc istnieje, to jej wspotczynnik kierunkowy

m jest rOwny
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r——+00 €
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Jm T T e (e ) = loge

Sprawdzmy, czy asymptota istotnie istnieje:

lim (f(z) —mx)= lim (xlog(e—l—%)—a:)
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e
Asymptota ukosna istnieje wiec, i jej rownanie to
2

y=x+ —.
e
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Zadanie 4. Udowodnij, ze dla z > 0 zachodzi nieréwnosé
x
— < log(1 )
P og(l+ )

Rozwigzanie: Wprowadzmy funkcje pomocnicza:

f(z) =log(l+x) — xL—l—l

Mamy f(0) = 0, oraz
Flz) = 1 _:zc+1—x: L 1 _ T
l+z  (1+4+2)? l+z (14+2)2 (142x)?
Mamy wiec f'(z) > 0 dla x > 0. Niech teraz = > 0, wtedy z tw. o wartosci Sredniej
f(z) = f(x) = f(0) = f(§) -z, £€(0,2).
Prawa strona jest dodatnia, wiec lewa strona tez jest dodatnia, a to jest wymagana nie-
rownosé.
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Zadanie 5. ZnajdZ najmniejsza i najwieksza wartos¢ danej funkcji na podanym prze-
dziale:

f(z) =22 +32> — 122+ 1 na[-3,2].

Rozwigzanie: Mamy f(—-3) = =54+ 18 +36+1 =1, f(2) =16 +12 - 2441 = 5.
Szukamy punktow krytycznych:
fl(x) =62"+6x —12=6(2" +2 — 2) = 6(z + 2)(z — 1).
W przedziale [—3, 2] sa oba punkty krytyczne: —2 1. f(—2) = =16 + 12+ 24 + 1 = 21,
f(1)=2+3—-12+1=—6.
Warto$¢ najmniejsza to —6, przyjeta w punkcie 1, a warto$¢ najwieksza to 21, przyjeta
w punkcie —2.



