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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Ustal, dla jakich p > 0 funkcja |x|p jest ró»niczkowalna w 0. Oblicz pochodn¡
tej funkcji (w dowolnym punkcie) dla takich p.
Rozwi¡zanie: Obliczamy granice ilorazów ró»nicowych, osobno prawo- i lewostronne.

lim
h→0+

|h|p − |0|p

h
= lim

h→0+
hp−1 =


+∞ : p < 1,

1 : p = 1,

0 : p > 1,

lim
h→0−

|h|p − |0|p

h
= lim

h→0−

(−h)p

h
= lim

h→0+

hp

−h
= − lim

h→0+
hp−1 =


−∞ : p < 1,

−1 : p = 1,

0 : p > 1,

.

Granice jednostronne istniej¡ i s¡ równe dokªadnie wtedy, gdy p > 1, Dla takich p mamy:

(|x|p)′ = (xp)′ = pxp−1 = p|x|p−1, x > 0,

(|x|p)′ = ((−x)p)′ = p(−x)p−1(−1) = −p|x|p−1, x < 0.

Dla x = 0 pochodna wynosi 0, i zostaªa policzona na pocz¡tku.
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Zadanie 2. Wyznacz dziedzin¦ funkcji f oraz jej punkty ci¡gªo±ci i nieci¡gªo±ci:

f(x) =
1

{x}
Uwaga: {x} oznacza cz¦±¢ uªamkow¡, {x} = x− [x].

Rozwi¡zanie: {x} = 0 ⇔ x ∈ Z, czyli dziedzin¡ f s¡ wszystkie x ∈ R które nie s¡
liczbami caªkowitymi. Rozwa»my przedziaª (k, k + 1), k ∈ Z. Dla x w takim przedziale

f(x) =
1

x− k
.

f jest wi¦c ci¡gªa na caªym przedziale (k, k + 1), jako iloraz ci¡gªych. Poniewa» k byªo
dowolne, f jest ci¡gªa na caªej swojej dziedzinie.
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Zadanie 3. Znajd¹ równanie asymptoty w +∞ (o ile asymptota istnieje) funkcji:

f(x) = x log
(
ee+

2

x

)
.

Rozwi¡zanie:Wiemy, »e je»eli asymptota w +∞ istnieje, to jej wspóªczynnik kierunkowy

m jest równy

lim
x→+∞

f(x)

x
.

Podstawiaj¡c, otrzymujemy

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞
log

(
e +

2

x

)
= log e = 1.

Sprawd¹my, czy asymptota istotnie istnieje:

lim
x→+∞

(f(x)−mx) = lim
x→+∞

(
x log

(
e +

2

x

)
− x

)
= lim

x→+∞
x
(
log

(
e +

2

x

)
− 1

)
= lim

x→+∞

log
(
e + 2

x

)
− 1

1
x

de l'H
= lim

x→+∞

1
e+ 2

x

(
− 2

x2

)
− 1

x2

= lim
x→+∞

2

e + 2
x

=
2

e
.

Asymptota uko±na istnieje wi¦c, i jej równanie to

y = x+
2

e
.
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Zadanie 4. Udowodnij, »e dla x > 0 zachodzi nierówno±¢

x

x+ 1
< log(1 + x).

Rozwi¡zanie: Wprowad¹my funkcj¦ pomocnicz¡:

f(x) = log(1 + x)− x

x+ 1
.

Mamy f(0) = 0, oraz

f ′(x) =
1

1 + x
− x+ 1− x

(1 + x)2
=

1

1 + x
− 1

(1 + x)2
=

x

(1 + x)2
.

Mamy wi¦c f ′(x) > 0 dla x > 0. Niech teraz x > 0, wtedy z tw. o warto±ci ±redniej

f(x) = f(x)− f(0) = f ′(ξ) · x, ξ ∈ (0, x).

Prawa strona jest dodatnia, wi¦c lewa strona te» jest dodatnia, a to jest wymagana nie-
równo±¢.
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Zadanie 5. Znajd¹ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ danej funkcji na podanym prze-
dziale:

f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x+ 1 na [−3, 2].

Rozwi¡zanie: Mamy f(−3) = −54 + 18 + 36 + 1 = 1, f(2) = 16 + 12 − 24 + 1 = 5.
Szukamy punktów krytycznych:

f ′(x) = 6x2 + 6x− 12 = 6(x2 + x− 2) = 6(x+ 2)(x− 1).

W przedziale [−3, 2] s¡ oba punkty krytyczne: −2, 1. f(−2) = −16 + 12 + 24 + 1 = 21,
f(1) = 2 + 3− 12 + 1 = −6.
Warto±¢ najmniejsza to −6, przyj¦ta w punkcie 1, a warto±¢ najwi¦ksza to 21, przyj¦ta

w punkcie −2.


