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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Udowodnij oszacowanie

1

11
<

∫ 10

9

dx

x+ sinx
<

1

8
.

Uwaga: chodzi o nierówno±ci ostre.
Rozwi¡zanie: Bior¡c po uwag¦ zakres zmienno±ci x oraz sinx otrzymujemy:

8 = 9− 1 ≤ x+ sinx ≤ 10 + 1 = 11, dla x ∈ [9, 10],

czyli
1

11
≤ 1

x+ sinx
≤ 1

8
.

Bior¡c pod uwag¦ najbardziej zgrubne oszacowania caªki otrzymujemy

1

11
≤

∫ 10

9

dx

x+ sinx
≤ 1

8
.

W zadaniu chodzi o nierówno±ci ostre, wi¦c dzielimy przedziaª caªkowania na dwie po-
ªówki, i otrzymujemy

8 = 9− 1 ≤ x+ sinx ≤ 9, 5 + 1 = 10, 5 na [9; 9, 5],

8, 5 = 9, 5− 1 ≤ x+ sinx ≤ 10 + 1 = 11 na [9, 5; 10].

Otrzymujemy wi¦c

1

2

1

10, 5
≤

∫ 9,5

9

dx

x+ sinx
≤ 1

2

1

8
,

1

2

1

11
≤

∫ 10

9,5

dx

x+ sinx
≤ 1

2

1

8, 5
.

�¡cznie wi¦c

1

11
<

1

2

1

10, 5
+

1

2

1

11
≤

∫ 10

9

dx

x+ sinx
≤ 1

2

1

8
+

1

2

1

8, 5
<

1

8
.
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Zadanie 2. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡∫
x

(x+ 1)(2x+ 1)
dx.

Rozwi¡zanie:Wiemy, »e funkcja podcaªkowa ma rozkªad na uªamki proste:

x

(x+ 1)(2x+ 1)
=

A

x+ 1
+

B

2x+ 1
.

Sprowadzaj¡c do wspólnego mianownika dostajemy:

A

x+ 1
+

B

2x+ 1
=

A(2x+ 1) +B(x+ 1)

(x+ 1)(2x+ 1)
=

(2A+B)x+ (A+B)

(x+ 1)(2x+ 1)
.

Porównuj¡c liczniki z funkcj¡ podcaªkow¡ otrzymujemy:

B = −A, A = 1,

czyli∫
x

(x+ 1)(2x+ 1)
dx =

∫
dx

x+ 1
+

∫
dx

2x+ 1
= log |x+ 1|+ 1

2
log |2x+ 1|+ C.
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Zadanie 3. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫
(x2 + 1) e2x dx.

Rozwi¡zanie: Caªkujemy przez cz¦±ci∫
(x2 + 1) e2x dx =

∫
(x2 + 1)

(e2x
2

)′
dx =

1

2
(x2 + 1)e2x − 1

2

∫
2x e2x dx.

Ostatni¡ caªk¦ te» caªkujemy przez cz¦±ci:∫
x e2x dx =

∫
x
(e2x

2

)′
dx =

1

2
x e2x − 1

2

∫
e2x dx =

1

2
x e2x − 1

4
e2x + C.

Ostatecznie wi¦c∫
(x2 + 1) e2x dx =

1

2
(x2 + 1)e2x − 1

2
x e2x +

1

4
e2x + C = e2x

(1
2
x2 − 1

2
x+

3

4

)
+ C.
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Zadanie 4. Znajd¹ punkty przegi¦cia wykresu nast¦puj¡cej funkcji:

f(x) =
2x

x2 + 1

Rozwi¡zanie: Liczymy 2 pochodn¡:

f ′(x) =
2(x2 + 1)− 2x · 2x

(x2 + 1)2
=

2− 2x2

(x2 + 1)2

f ′′(x) =
−4x(x2 + 1)2 − (2− 2x2) · 2 · (x2 + 1) · 2x

(x2 + 1)4

=
−4x(x2 + 1)− 4x(2− 2x2)

(x2 + 1)3

=
4x(−x2 − 1− 2 + 2x2)

(x2 + 1)3

=
4x(x2 − 3)

(x2 + 1)3
.

Widzimy, »e f jest wypukªa (f ′′ > 0) je»eli x ∈ (−
√
3, 0) lub x ∈ (

√
3,∞), oraz wkl¦sªa

(f ′′ < 0) je»eli x ∈ (−∞,−
√
3) lub x ∈ (0,

√
3). Punkty przegi¦cia to 0 i ±

√
3.
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Zadanie 5. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡:∫
dx

2 + 3
√
x− 1

.

Rozwi¡zanie: Nasuwa si¦ caªkowanie przez podstawienie:

∫
dx

2 + 3
√
x− 1

=


t = 2 + 3

√
x− 1

dt = 1
3
(x− 1)−

2
3dx

3(t− 2)2dt = dx

 =

∫
3(t− 2)2

t
dt

= 3

∫
t2 − 4t+ 4

t
dt

= 3

∫
t dt− 12

∫
dt+ 12

∫
dt

t

=
3

2
t2 − 12 t+ 12 log |t|+ C

=
3

2
(2 + 3

√
x− 1)2 − 12 (2 + 3

√
x− 1) + 12 log |2 + 3

√
x− 1|+ C

=
3

2
(x− 1)

2
3 − 6(x− 1)

1
3 − 18 + 12 log |2 + (x− 1)

1
3 |+ C.


