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I. Pojecia wstepne

1.1. Dzialania
1. Dziataniem w niepustym zbiorze X nazywamy kazde przeksztalcenie produktu X x X w X:

d: X xX — X.

Zamiast ®(x,y) uzywa sie zwykle jednego z zapiséw

Ty, oY, T+Y, TOY, TxY, TOY.

Mozna tez uzywac¢ innych symboli.

Przyklady: a) Dodawanie, odejmowanie i mnozenie w zbiorach liczb calkowitych, wymiernych, rzeczy-
wistych, zespolonych, w zbiorze wszystkich wielomianéw o wspdélczynnikach w tych zbiorach,

b) Dodawanie, odejmowanie i mnozenie macierzy n X n,

¢) Dodawanie i odejmowanie w przestrzeniach liniowych, w szczegélnosci w przestrzeniach R i w
przestrzeniach funkcyjnych,

d) Sktadanie w zbiorze wszystkich przeksztalcen ustalonego zbioru 2 w siebie,

e) Skladanie w zbiorze wszystkich izometrii przeksztalcajacych ustalona figure geometryczna na siebie.

Rozpatruje sie takze dzialania n-argumentowe, bedace odwzorowaniami X™ — X. Przyktadem dzia-
tania jednoargumentowego moze by¢ branie liczby przeciwnej w zbiorze liczb calkowitych. Z kolei branie
$redniej arytmetycznej trzech liczb w zbiorze liczb wymiernych jest dzialaniem 3-argumentowym. Dzialanie
dwuargumentowe nazywa sie tez dziataniem binarnym. My bedziemy rozpatrywali gtéwnie zbiory z dziala-
niami binarnymi.

W zadanym zbiorze mozna rozpatrywac rownoczesnie kilka dziatan. Itak np. w zbiorze liczb catkowitych
naturalne jest rozpatrywanie 2 dzialan — dodawania i mnozenia. Prowadzi to do pojecia algebry: algebra
nazywamy pare (X;{f1, fo,..., fx}), gdzie X jest niepustym zbiorem, a f1, fo,..., fr sa dzialaniami. Bada-
niem takich algebr zajmuje sie dzial matematyki zwany algebra ogdlng lub algebrq uniwersalng. Nie miesci
sie ona w programie naszego wykladu. Jest ona przedstawiona np. w podreczniku P.M.Cohna ” Universal
Algebra”.

2. W dalszym ciagu X bedzie niepustym zbiorem, a ®(x,y) = x - y bedzie oznaczaé¢ dziatanie w X.
Moéwimy, ze dzialanie ® jest lgczne, jesli dla x,y, z € X zachodzi réwnosé z - (y - z) = (x - y) - z. Jest
ono przemienne, jesli zawsze mamy x -y =y - x.

Twierdzenie 1.1. Jesli dziatanie ® jest taqczne, to przy dowolnym ustawieniu nawiasow w wWYrazeniv
T1-Xo - Ty warto$é tego wyrazenia nie ulega zmianie.

Dowod: Dla n = 3 teza twierdzenia wynika z definicji lacznosci, zalézmy przeto, ze jest ona prawdziwa
dla n = k > 3. Zatem w iloczynach conajwyzej k elementéw nie musimy mie¢ nawiaséw. Przypusémy, ze
istniejg elementy 1, -, 2,41 € X takie, ze przy pewnych 1 <r < s < k mamy

(@1 @) (@ wa) # (2100 2) @ar1 - Tora). (1.1)
Na mocy zalozenia indukcyjnego mozemy napisaé
wl...xs — (xl...xr)(xr+1...xs)’
a zatem, korzystajac z tacznosci, otrzymujemy
(xl .. .xs)($s+1 .. xk+1) — ((xl .. .xr)(xr_"_l .. .xs))($s+1 .. xk+1) — (xl .. .x’r)(x?__"_l .. '$S . st+1 .. .xk+1)7

whbrew (1.1%). O
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3. Jedli w zbiorze X istnieje element e taki, ze dla wszystkich € X zachodza réwnosci x-e =e-x = =,
to méwimy, ze e jest elementem neutralnym dla dzialania ®. W przypadku dodawania liczb takim elementem
jest liczba 0, a w przypadku mnozenia liczb jest nim 1. Nie kazde dzialanie ma element neutralny. Jesli np.
X jest zbiorem Z liczb catkowitych, a dzialaniem jest odejmowanie, to element neutralny e musialby spelhiaé
warunek 1 —e =e —1 =1, co prowadzi do 0 = e = 2.

Twierdzenie 1.2. Moze istnie¢ conajwyzej jeden element neutralny.

Dowdd: Gdyby istnialy dwa elementy neutralne eq, es € X, to mielibySmy

€1 = €1 - €2 = €. O

Jesli e jest elementem neutralnym, to elementem odwrotnym do elementu x € X nazywamy element
y € X, dla ktérego -y = y - x = e. Jesli dzialaniem jest dodawanie liczb, to elementem odwrotnym do x
bedzie liczba —x, a jesli dzialaniem jest mnozenie, to elementem odwrotnym do = # 0 jest 1/x.

Twierdzenie 1.3. Jesli dziatanie jest laczne to moze istnie¢ conajwyzej jeden element odwrotny do
zadanego elementu.

Dowdéd: Jesli y, z sa elementami odwrotnymi do x € X, tox -y =e i z-x = e, gdzie e jest elementem
neutralnym. Korzystajac z lacznosci, otrzymujemy

Z:Z-e:z.(m.y):(z.x).y:e'y:y’

a wiec z = y. O

Uwaga: Zalozenie tacznosci jest tutaj istotne, o czym $wiadczy nastepujacy przyklad: Niech X bedzie
zbiorem 3-elementowym: X = {a,b, e}, a dzialanie o niech bedzie zdefiniowane nastepujaco:

x jeSliy=e,
xoy:{y jesli z = e,
e w pozostalych przypadkach.

Dzialanie to jest przemienne, element e jest elementem neutralnym, a przy tym elementy a,b maja po
dwa elementy odwrotne.

3. Rozpatrzmy dwie algebry z jednym dzialaniem dwuargumentowym: X = (X, {-}) i1 Y = (Y, {o}).
Odwzorowanie f: X — Y, spelniajace warunek

fla-b) = f(a)o f(b)

dla wszystkich a,b € X, nazywamy homomorfizmem algebry X na ).

Homomorfizm réznowartosciowy (injektywny) nazywa sie monomorfizmem, homomorfizm surjektywny
("na”) nazywa sie epimorfizmem, a homomorfizm, ktéry jest réwnoczesnie réznowartosciowy i surjektywny
nazywa sie izomorfizmem. Izomorfizm jest zatem homomorfizmem, dajacym wzajemnie jednoznaczne od-
wzorowanie zbioru X na Y. W przypadku X = ) homomorfizm nazywa sie endomorfizmem, a endomorfizm
bedacy izomorfizmem nazywa sie automorfizmem. Moéwimy, ze dwie algebry X i ) sa izomorficzne, jesli
istnieje izomorfizm ® : X — ). Piszemy woéwczas X ~ ).

Fakt 1.4. (i) Ztozenie homomorfizmdw (monomorfizmdw, epimorfizmdw, izomorfizmdéw, endomor-
fizmow, automorfizmdw) jest homomorfizmem (monomorfizmem epimorfizmem, izomorfizmem, endomor-
fizmem, automorfizmem).

(ii) Jesli ® : (X,{-}) — (Y, {o}) jest izomorfizmem, to odwzorowanie odwrotne
o (Vo {o}) — (X.{})

jest rowniez izomorfizmem.
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Dowéd: (i) Jesli f: (X,{-}) — (Y, {o})ig: (Y,{o}) — (Z,{x}) sa homomorfizmami, a h(x) =
g(f(x)) jest ich zlozeniem, to dla a,b € X mamy

h(a-b) = g(f(a-b)) = g(f(a) o f(b)) = g(f(a)) x g(f(b)) = h(a) * h(b),

a wiec h jest homomorfizmem. Pozostale stwierdzenia wynikaja teraz z wlasnosci odwzorowan réznowartos-
ciowych, surjektywnych i wzajemnie jednoznacznych.

(ii) Wystarczy pokazaé, ze ®~! jest homomorfizmem. Niech wiec a,b € Y i niech a;,b; € X spehiaja
®(ay) = a,P(by) = b. Wowcezas
ab = <I>(a1)<I)(b1) = (I)((llbl),

tj. @ 1(ab) = a1by, a poniewaz ®~!(a) = a; i ~1(b) = b, zatem

O (ab) = 27 Ha)® (D). O

1.2. Podstawowe struktury: grupy, pierscienie, ciala

1. Oméwimy teraz najwazniejsze typy zbiorow z dzialaniami, pojawiajacymi sie w naturalny sposéb w
réznych dzialach matematyki.

Zbior z dzialaniem lacznym nazywa sie polgrupq. Niech €2 bedzie niepustym zbiorem, a X niech bedzie
zbiorem wszystkich przeksztalcen 2 — 2, przy czym dzialaniem jest skladanie przeksztalceri. Nietrudno
widzieé, ze X z tym dzialaniem jest pdélgrupa.

Najwazniejsza, klase pélgrup tworza, grupy. Grupq nazywamy niepusty zbior z dziataniem, ktére jest
taczne, posiada element neutralny a przy tym do kazdego elementu istnieje element odwrotny. Dzialanie w
grupie oznacza sie zazwyczaj kropka, -, tak jak zwykle mnozenie, a w praktyce te kropke sie pomija, o ile
nie doprowadzi to do nieporozumienia. Jesli dzialanie jest przemienne (a wéwczas grupe nazywamy ¢rupa
przemienng lub grupg abelowq), to czesto dzialanie w niej oznacza sie symbolem dodawania +.

Zatem zbiér G z dzialaniem - jest grupa, jesli spelione sa nastepujace warunki:

(i) Dla wszystkich a,b,c € G mamy
a(be) = (ab)c,

(i) Istnieje element e € G taki, ze dla wszystkich a € G mamy
ae = ea = a,
(iii) Do kazdego elementu a € G istnieje element b € G taki, ze

ab =ba = e.

W grupie abelowej jest speliony dodatkowo warunek
(iv) Dla wszystkich a,b € G mamy ab = ba.

Przyklady grup:

(a) Zbiory liczb catkowitych, wymiernych, rzeczywistych lub zespolonych z dodawaniem,
(b) Zbiory niezerowych liczb wymiernych, rzeczywistych lub zespolonych z mnozeniem,
(c) Zbidr reszt z dzielenia przez ustalona, liczbe naturalna N z dodawaniem modulo N,

(d) Zbior S(Q) wszystkich wzajemnie jednoznacznych przeksztalcen ustalonego zbioru € # ) na siebie,
w szczegdlnodci zbiér S, wszystkich permutacji zbioru n-elementowego,

(e) Zbiér Sym(I") wszystkich izometrii, przeksztalcajacych ustalony podzbiér I' plaszczyzny na siebie,
(f) Zbiér GL,(R) wszystkich odwracalnych macierzy n x n o elementach rzeczywistych z mnozeniem,

(g) Zbioér SLy(Z) wszystkich macierzy 2 X 2 o elementach catkowitych i wyznaczniku réwnym 1 z
mnozeniem.
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2. Inna wazng klasa zbioréw z dzialaniami sa pierscienie. Niepusty zbiér X z dwoma dzialaniami
oznaczonymi przez "+” 17”7 zwanymi dodawaniem i mnozeniem, nazywamy pierscieniem, jesli sa spelione
nastepujace warunki:

(i) Zbiér X z dodawaniem jest grupa, przemienng z elementem neutralnym 0,

(ii) Mnozenie jest laczne,

oraz

(iii) Dla dowolnych z,y, z € X zachodzi rozdzielnosé mnozenia wzgledem dodawania:

r(ytz)=z-y+r-2, (Yy+2)-r=y-x+y-z

Pierscient nazywa sie pierscieniem przemiennym, jesli jego mnozenie jest dzialaniem przemiennym. Jesli
w pierscieniu istnieje element neutralny dla mnozenia, to méwimy, ze jest to pierscien z jednosciq.

Przyklady pierscieni:

(a) Zbiér Z liczb catkowitych, zbiér Q liczb wymiernych, zbiér R liczb rzeczywistych, zbiér C liczb
zespolonych ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem,

(b) Zbiér wszystkich wielomianéw o wspélezynnikach z Z, Q, R, C ze zwyklymi dzialaniami,

(c) Zbiér M, (R) wszystkich macierzy n x n o elementach ze zbioru R € {Z,Q,R,C},

(d) Zbiér C(I) wszystkich funkcji ciaglych o wartodciach rzeczywistych na odcinku I ze zwyklym do-
dawaniem i mnozeniem,

(e) Zbidr reszt z dzielenia przez ustalona, liczbe naturalna, N z dodawaniem i mnozeniem modulo N.
(f) Zbiér wszystkich liczb parzystych, czy tez ogdlniej, zbidr wszystkich liczb podzielnych przez zadana,
liczbe naturalna,

3. Szczegdlnie wazna role odgrywaja pierscienie K, ktére obok podanych wyzej warunkéw (i) — (iii) sa
przemienne, maja jednosé, a nadto kazdy element rézny od 0 posiada element odwrotny. Warunki te mozna
sformutowaé prosto w nastepjacy sposéb:

(I) Zbiér K jest grupa, przemienna wzgledem dodawania,

(IT) Zbiér K \ {0} jest grupa przemienna wzgledem mnozenia,

(II1) Dla dowolnych z,y, z € K zachodzi réwnos¢ = - (y+z2) =z -y+x - 2.
Pierscienie, spelniajace te warunki nazywamy ciatams.

Najprostsze przyklady cial, to dobrze znane zbiory Q, R, C ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem. Inne
przyklady pojawia sie w ponizszych prostych twierdzeniach:

Twierdzenie 1.5. Zbidr Q(3) wszystkich liczb zespolonych postaci a+bi z wymiernyms a,b jest ciatem
ze zwyktymi dziataniams.

Dowéd: Wystarczy sprawdzié¢, ze zbiér ten jest zamkniety na dodawanie i mnozenie, a kazdy jego
element rézny od zera posiada element odwrotny. Fakty te wynikaja natychmiast z réwnosci

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i, (a+bi)(c+di)=(ac—bd)+ (ad+ bc)i,

1 a n -b .
= i
a+bi  aZ+0b%2  a?+ b2

i uwagi, ze zbidr liczb wymiernych jest zamkniety na dodawanie, mnozenie i dzielenie przez swe niezerowe
elementy, a z a + bi # 0 wynika a? 4 b? # 0. O

Twierdzenie 1.6. Jesli p jest liczbg pierwsza, to zbidr reszt z dzielenia przez p z dodawaniem i
mnozeniem modulo p jest ciatem.

Dowdd: Rozpoczniemy od dwdéch prostych faktéw:

5
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Lemat 1.7. (Dzielenie z reszta.) Jesli a € Z, zas b jest liczbag naturalna, to istniejq liczby catkowite q,r
takie, ze
a=qgb+r, 0<r<hb.

Dowdéd: Istnieje liczba catkowita IV, spetniajaca
Nb<a< (N+1)b,

mozemy wiec przyja¢ g = N, r=a— Nb, gdyz0<a— Nb< (N +1)b— Nb=10. O

Lemat 1.8. Jesli a,b saq liczbami catkowitymi, nie majagcymi wspolnego dzielnika wiekszego od 1, to
istniejq liczby catkowite xqg,yo takie, Ze
axg + byo = 1.

Dowdéd: Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb dajacych sie przedstawi¢ w postaci ax + by przy
catkowitych x,y i niech d bedzie najmniejsza, dodatnia, liczba, w zbiorze A. Zatem d = ax + by przy pewnych
x,y € Z. Zauwazmy, ze kazdy element zbioru A dzieli sie przez d. W istocie, jesli ¢ € Aid 1t e, to z lematu
1.7 wynika istnienie liczb ¢,r € Z, speliajacych ¢ = qd 4+ r i 0 < r < d. Poniewaz przy pewnych t,u € Z
mamy ¢ = at + bu, przeto

r=c—qd=(t—qx)a+ (u—qy)p

lezy w A, co z uwagi na 0 < r < d przeczy wyborowi liczby d. Poniewaz a =1-a+0-bib=0-a+1-b,
przeto a,b € A, a wigc obie liczby a, b dzielg, sie przez d > 0, co jest mozliwe jedynie, gdy ax +by =d = 1. I

Oprzemy sie na lemacie, pochodzacym od Euklidesa, aczkolwiek podany przez niego jest bledny:
Lemat 1.9. Jesli p jest liczbg pierwszq dzielgceqg iloczyn ab, to p dzieli conagmniej jedng z liczb a,b.

Dowéd: Jesli plab, ale p t a, to z lematu 1.8 wynika istnienie liczb catkowitych z,y spehiajacych
1 = az + py. Mnozac te réwnosé obustronnie przez b dochodzimy do b = (ab)x + p(by), ale prawa strona
ostatniej réwnosci dzieli sie przez p i otrzymujemy plb. O

~ Ogznaczmy przez a reszte z dzielenia liczby catkowitej a przez p. Latwo sprawdzi¢, ze a +b = a + bi
ab = a-b, a elementem neutralnym dla mnozenia jest 1. Do dowodu twierdzenia wystarczy pokazac, ze jesli
p1a, to istnieje b € Z takie, ze ab = 1. Niech wiec p { a i rozpatrzmy reszty

a,2a,3a, (p— 1)a. (1.2)

Gdyby dwie z nich byly réwne, powiedzmy 7a = 5a, przy czym r < s, to mielibysmy (s —r)a = 0, a
wiec liczba (s — r)a dzielitaby sie przez p. Wobec p { a z lematu 1.9 wynika podzielno$é s — r przez p, ale
to nie jest mozliwe, poniewaz 0 < s — r < p. Zatem reszty wystepujace w (1.2) sa wszystkie rézne, a przy
tym poprzednie rozumowanie pokazuje, ze sa one niezerowe. Jest ich p — 1, wiec jest to zbidr wszystkich
niezerowych reszt modulo p, a zatem reszta 1 musi wéréd nich wystapié, tj. istnieje b, spelniajace -b = 1. [
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II. Elementy teorii grup

2.1. Podstawowe wlasnosci

1. Udowodnimy teraz pare prostych faktow o grupach. Niech G bedzie dowolna grupa, z elementem
neutralnym e. Element ten bedziemy nazywali jednoscig grupy G. Dzialanie w G bedziemy oznaczaé przez xy,

a element odwrotny do a € G oznaczamy przez a~'. Tak wiec dla dowolnego a € G mamy aa !

1

=a “a=e.

Z twierdzenia 1.3 wynika, ze element a~! jest jednoznacznie wyznaczony przez a. W przypadku, gdy G jest
abelowa, a jej dzialanie oznaczone jest przez "+, to element przeciwny do a jest oznaczany przez —a.

Twierdzenie 2.1. Jesli a,b € G, to kazde z rownan
ar="b, ya=»b
ma w G doktadnie jedno rozwigzanie.
Dowdd: Jesli ax = b,ya = b, to
1

r=ex=(a 'a)r=a '(ax) = a"'b,

oraz
y=ye=ylaa"") = (ya)a™" =ba ',

co dowodzi jedynosci rozwiazania. Powyzsze wzory pokazuja tez, ze elementy x = a~'biy = ba~

nasze rownania.
Twierdzenie 2.2. Jesli a,b € G, to (ab)™! =b"1a™1.

Dowdd: Korzystajac z twierdzenia 1.1 otrzymujemy

b taHab=b"a ta)b=b"teb=b"tb=e. O

Potegowanie w grupach definujemy, przyjmujac a® = e oraz a"t! = a-a"” dlan =0,1,2,..

dla k=1,2,3,... mamy

ak:a~a~~~a.
—_——

k razy
Ponadto dla n = 2,3,... ktadziemy =" = (a=1)".

Twierdzenie 2.3. (i) Dla a € G orazn =1,2,... mamy (a")~! =a™".

(ii) Dla a € G i calkowitych m,n mamy

(iii) Dla a,b € G i caltkowitych m,n mamy
(a™)" =a™".
(iv) Jesli grupa G jest abelowa, to dla catkowitych n mamy
(ab)" = a"b"™.

Dowéd: (i) Kladac b = a—! otrzymamy

aa”" =a"b"

! spelniaja

O

., tak wiec

(2.1)
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(ii) Jesli obie liczby m, n sa nieujemne, to réwnosci te wynikaja z (2.1). Jesli obie sa ujemne, powiedzmy
m=—M,n=—N przy M,N >0, to ktadac b = a~! i korzystajac z (i) i (2.1) otrzymamy

a™a = CL_MCL_N _ beN _ bM+N _ (a—l)M(a—l)N _ (a—l)M+N _ CLm—!—n.
Jesli m i n maja rézne znaki, np. m >0, n <0in=—N z dodatnim N, to
aman:ama_N:ambN:a.a...ab.b...b: aZL:N gdymZN :a’m—i-n.
— bY~™™m  gdy m < N
m razy N razy
(iii) Jesli n > 0, to wystarczy zastosowaé (2.1) i (i). Jesli za§ n <01 N = —n i przyjmiemy b = a~*, to
z (1) wynika
(am)n _ (am)fN — ((am)fl)N _ (afm)N — ame — g™,
(iv) Wynika z (i) i przemiennosci mnozenia. O

Uwaga 1: Zachodzenie réwnodci (2.2) dla kazego n jest charakterystyczne dla grup abelowych. Jesli
bowiem G nie jest abelowa, to istnieja w niej elementy a, b spetniajace ab # ba, a w przypadku n = 2 rownosé¢
(2.2) dawataby

abab = (ab)? = a?b? = aabb,

zatem

ba = a~(abab)b™' = a7 (aabb)b™ = (a7 a)(ab)(bb™ ') = ab,
wbrew wyborowi a, b.

Uwaga 2: Jesli grupa G jest abelowa, a dzialanie jest oznaczane znakiem dodawania, to zamiast a™
piszemy na, tak wiec wzory z powyzszego twierdzenia przyjma nastepujaca postac:

—(=a) =a, (m+n)a =ma+ na, m(na) = (mn)a, n(a+b) = na + nb.

2. Niepusty podzbiér H grupy G nazywa sie podgrupg grupy G, jesli jest grupa ze wzgledu na te same
dzialania. Piszemy wtedy H < G.

Twierdzenie 2.4. Na to by niepusty zbior H C G byt podgrupq grupy G potrzeba i wystarcza, by dla
dowolnych a,b € H zachodzito ab™' € H.

Dowéd: Jesli podzbior H grupy G jest jej podgrupa, to zawiera jednos¢ e grupy G, wraz z kazdym
swym elementem zawiera element do niego odwrotny, a nadto jest zamkniety na dzialanie, tj. z a,b € H
wynika ab € H. Stad wynika spelienie warunku ab~! € H dla dowolnych a,b € H.

Zalézmy teraz spelnienie tego warunku. Kladac w nim b = a otrzymamy e = aa~! € H. Przyjmujac
a = e widzimy, ze wraz z dowolnym elementem b € H réwniez element eb™! = b~ ! lezy w H. Jesli teraz a, b
leza, w H, to b=! € H oraz ab = a(b~!)~! € H. Lacznoéé dzialania wynika z tacznosci dzialania w wigkszej
grupie G. U

3. Jesli a € G i istnieja, liczby naturalne n > 1 spehiajace a™ = e, to najmniejsza z nich nazywamy
rzedem elementu a i oznaczamy' o(a). Jesli takich liczb nie ma, to méwimy, ze a ma rzqd nieskoriczony i
piszemy o(a) = oo. Grupa, ktérej kazdy element ma rzad skoriczony nazywa sie grupa torsyjna, a grupa, w
ktorej kazdy element rézny od jednosci ma rzad nieskoriczony nazywa sie grupq beztorsyjng.

Twierdzenie 2.5. (i) Jeslia € G i o(a) = n < oo to kazda liczba catkowita N, spetniajaca a™ = e

dzieli sie przez n, elementy a,a?,...,a"™ = e sq parami réine i tworzq podgrupe grupy G.
(ii) Jesli a € G jest rzedu nieskoriczonego, to elementy a* (k € Z) sa wszystkie rézne i tworzq podgrupe
grupy G.

1 Od angielskiego stowa order.
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Dowéd: Jesli aV = e, to stosujac Lemat 1.7 napiszmy N = gn + r, przy czym 0 < r < n. Wdéweczas,
korzystajac z Twierdzenia 2.3, otrzymamy
e=a =q"t" = (a™)9a" =ea" =a",
co wobec 0 < r < n jest mozliwe jedynie w przypadku r = 0, a to daje podzielnoé¢ N przez n.
Gdyby elementy a®,a® byly réwne przy pewnych 1 < s < t < n, to korzystajac z Twierdzenia 2.3
mielibyémy e = a’~%, co wobec 0 < t — s < n nie jest mozliwe. To rozumowanie dziala takze w przypadku

gdy rzad elementu a jest nieskoriczony. To, ze zbiér wszystkich poteg o wykladniku catkowitym ustalonego
elementu tworzy grupe wynika z Twierdzenia 2.4 i z uwagi, ze jesli o(a) = n < oo, to (a¥)~1 = a"~F. O

Grupa, zlozona z wszystkich poteg ustalonego elementu a nazywa sie grupa cyklicznag generowana, przez
a, za$ a nazywa sie generatorem tej grupy. Nietrudno zauwazy¢, ze wszystkie grupy cykliczne sa abelowe.
Z Twierdzenia 2.5 wynika, ze ilos¢ elementéw w grupie cyklicznej generowanej przez element a jest rowna

o(a).
Przyklady grup cyklicznych:

a) Grupa utworzona przez wszystkie liczby calkowite z dodawaniem jest grupa cykliczna nieskoriczona,
generowana, przez liczbe 1. Jest ona tez generowana przez liczbe —1, tak wiec widzimy, ze generator grupy
cyklicznej nie jest wyznaczony jednoznacznie. Grupe te oznacza si¢ przez Coo.

b) Dla N =1,2,... rozpatrzmy zbiér {0,1,2,..., N — 1}, w ktérym dzialaniem jest dodawanie modulo
N, ktore mozna formalnie okresli¢ wzorem

atnb— a+b gdy a+b< N,
NP7l a+b-N gdya+b>N.

Grupe te mozna traktowaé jako grupe reszt z dzielenia przez N. Oznaczamy ja przez C).

Twierdzenie 2.6. (i) Kazda grupa cykliczna majaca nieskoriczenie wiele elementdw jest izomorficzna
z grupqg Css.
(i) Kazda grupa cykliczna majaca N < oo elementéw jest izomorficzna z grupa Ch.

Dowdd: 7 twierdzenia 2.5 wynika, ze jesli a jest generatorem grupy cyklicznej nieskoriczonej A, to
pokrywa sie ona ze zbiorem {e, a,a?,...,a7',a72,...}. Z Twierdzenia 2.3 (ii) otrzymujemy, ze ® : C,, — A
zadane przez n — a” jest homomorfizmem i pozostaje zauwazyé, ze ® jest odwzorowaniem wzajemnie
jednoznacznym.

Podobnie postepujemy w przypadku, gdy o(a) = N. Wtedy grupa A generowana przez a jest postaci
{e,a,a?,...,aV "1}, a korzystajac ponownie z Twierdzenia 2.3 (ii) widzimy, tak jak w poprzednim przypadku,
ze odwzorowanie ® : Cy — A zadane przez n — a' jest izomorfizmem. O

2.2. Grupy permutacji.

1. Bardzo waznymi grupami sa grupy permutacji zbioréw skonczonych. Mozemy przy tym ograniczy¢
sie do zbioréw postaci X,, = {1,2,...,n}, gdyz kazdej permutacji zbioru n-elementowego {1, z2,..., 2y}
odpowiada w sposéb wzajemnie jednoznaczny permutacja zbioru indekséw X,,. Grupa wszystkich permutacji
zbioru X, nazywa sie n-ta, grupa symetryczng i jest oznaczana przez S,. Ma ona n! elementow.

Jesli Pe S, idlai=1,2,...,n mamy P(i) = a;, to piszemy

P(l 2 ")
a; ag QA

Kolejnosé elementéw w gérnym wierszu moze by¢ dowolna, tak wiec np. permutacje

123\ /321
312) ' \213

9
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sa rowne.
Wygode tego zapisu wida¢ przy mnozeniu i odwracaniu permutacji, gdyz zachodza réwnosci

a1 az QA C1 C2 Cp, C1 Co Cp,
e o = o 2.3
( b1 bg bn ) ( ay ag (07% ) ( b1 b2 bn ) ( )

-1
ar as  an b1 bo by

= . 2.4
(bl bo bn) (a1 as an) ( )

Zbiér elementéw k € X,,, spemiajacych P(k) = k nazywamy zbiorem elementéw niezmienniczych per-
mutacji P, lub tez zbiorem fizpunktéw P i oznaczamy przez F'(P), a jego dopeienie X, \ F(P) oznaczamy
przez M(P). Zauwazmy, ze zbiér M(P) jest pusty jedynie dla permutacji identycznosciowej E (E(k) = k
dla k=1,2,...,n), za$ zbiér F(P) moze by¢ pusty dla wielu permutacji z S,,.

Permutacja C nazywa sie cyklem k-elementowym, jedli istnieja elementy aq, ao, ..., ar € X, takie, ze

C(a1) = a2,C(a2) = ag, ..., Clax—1) = ar, C(ag) = ay,

adla j & {a1,as,...,ar} mamy C(j) = j. Taki cykl zapisujemy w postaci (a1, as,...,ar). Z definicji cyklu
wynika latwo, ze rzad cyklu k-elementowego jest rowny k, a zatem jedynym cyklem jednoelementowym jest
identyczno$é. Cykle 2-elementowe nazywamy transpozycjami. Warto pamietaé, ze jesli T jest transpozycja,
toT 1 =1T.

Dwie permutacje Py, P> nazywaja sie rozlgczne, jesli M(Py) N M (Py) = 0.

Twierdzenie 2.7. (i) Jesli C1,Cy sa cyklami roztagcznymi, to C1Cy = CyCh,

(ii) Kazda permutacja P € Sy, jest badZ cyklem, badZ tez iloczynem cykli roztacznych.

Dowdéd: (i) Prosty rachunek pokazuje, ze jesli Cy = (ay,az,...,a,) i Co = {b1,ba,...,bs), a zbiory
{a1,...,a.} 1 {b1,...,bs} sa rozlaczne oraz

X, = {al,...,ar}U{bl,...,bs}U{cl,CQ,...,ct}
jest rozkladem X, na zbiory rozlaczne, to zaréwno C1C5, jak i C5C1 jest rowne

a1 a2 ar by by bs c1 ¢ Ct
s ag'”albz by bier e e )

(ii) Zastosujemy indukcje ze wzgledu na liczbe elementéw zbioru M (P).

Jesli #M(P) = 0, to P jest identycznoscia, a wiec jest cyklem l-elementowym. Zalézmy, ze przy
pewnym k > 1 teza jest prawdziwa dla wszystkich permutacji P z #M(P) < k i niech € S,, spehia
M(Q) = k. Poniewaz @ # E, zatem istnieje i € X,, z Q(i) # i. Wezmy pod uwage ciag a1 = i,a2 =
Q(a1),a3 = Q(az), .. .. Ze skoriczonosci zbioru X,, wynika, ze w ciagu tym musza wystapi¢ powtarzajace sie
elementy. Niech r bedzie najmniejszym indeksem, dla ktorego istnieje s > r takie, ze a, = as. Gdyby bylo
r > 1, to mielibySmy

Q(ar—l) =0y = Gg = Q(as—l)a

co daloby
Ar—1 = Q_l(Q(ar—l)) = Q_l(Q(as—l)) = Qs—1,

wbrew wyborowi r. Zatem r = 1 i widzimy, ze () jest postaci

<CL1 az as—1 by bn—s+1>

ag a3 a1 1 Cpesg1)’

przy czym zbiory {ai,...,as—1} 1 {b1,¢1,. ., bn_st1,Cn_st1} sa roztaczne. Jesli C' = (a1,as,...,as-1), to
dla permutacji Q1 = C~1Q mamy F(Q1) = F(Q) U {a1,aa,...,as_1}, a zatem #M(Q1) < #M(Q) = k i

z zalozenia indukcyjnego wynika, ze @)1 jest badz cyklem, badz tez iloczynem cykli roztacznych, powiedzmy

10
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Q1 = Cp---Cy. To prowadzi do Q@ = CQ1 = CC---Cy i pozostaje zauwazyé, ze cykl C jest rozlaczny z
kazdym z cykli C;. O
Whniosek. Kazda permutacja jest iloczynem transpozycji.

Dowdéd: Wystarczy pokazaé, ze kazdy cykl jest iloczynem transpozycji i zastosowaé twierdzenie. Za-
stosujemy indukcje ze wzgledu na dlugosé k cyklu. W przypadku & = 2 nie ma czego dowodzi¢, zalézmy
zatem, ze kazdy cykl o dhugosci mniejszej od k jest iloczynem transpozycji i niech C' = (a1, as, . . ., ax) bedzie
cyklem k-elementowym. Jesli T' = (a, a1), to
ap az ap—1 Ak

ClcT< )((lz,(lg,...,ak)

a1 az  oap  ap

jest cyklem (k — 1)-elementowym, a wiec jest iloczynem transpozycji. Poniewaz T jest transpozycja, zatem
T71' =T, awiec C =C,T~! = C,T jest iloczynem transpozycji. O

Uwaga: Powyzszy dowdd pokazuje, ze jesli C jest cyklem k-elementowym przy k > 1, to jest on
iloczynem k — 1 transpozycji.

2. Wazng podgrupe grupy S, tworza tzw. permutacje parzyste. Permutacja

P:(1 2 ”)
al as an,

nazywa sie permutacjs parzysta, jesli iloczyn
H(ag‘ - a;)
i<j

jest liczba, dodatnia. Pozostale permutacje nazywa sie permutacjami nieparzystymi. Znak permutacji defi-
niujemy przez

| +1 gdy P jest parzysta,
sen P = { —1 gdy P jest nieparzysta.

Nietrudno spostrzec, ze jesli permutacje P zapiszemy w postaci
o ("1 b b)
C1 Cg Cp,

sgn P = H M (2.5)

ci— ¢
i<j J v

to

Twierdzenie 2.8. (i) Dla dowolnych permutacji Py, P, mamy

sgn PPy =sgn P -sgn P»

sgn Pl_1 =sgn P;.

(ii) Cykl k-elementowy jest permutacja parzyste wtedy i tylko wtedy, gdy 21 k.

Dowéd: (i) To wynika z wzoréw (2.3), (2.4) i (2.5).

(ii) Wprost z definicji znaku permutacji wynika, ze transpozycja jest permutacja nieparzysta. Z uwagi
po Wniosku z Twierdzenia 2.7 wiemy, ze dla k > 3 cykl k-elementowy jest iloczynem k — 1 transpozycji,
wystarczy wiec zastosowaé (i), by otrzymacé teze. O

Whiosek. (i) Zbidr wszystkich permutacji parzystych zawartych w Sy, jest podgrupa Sy.
(i) Przy n > 2 podgrupa ta ma n!/2 elementéw.

11
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Dowdéd: (i) Wynika z Twierdzen 2.4 i 2.8.

(ii) Niech A = {Py,..., Py} bedzie zbiorem wszystkich parzystych permutacji w S,, i niech T oznacza
transpozycje (1,2). Jedli P € S, jest dowolng permutacja nieparzysta, to na mocy Twierdzenia 2.8 (i)
iloczyn PT jest permutacja parzysta, a wiec PT € A, tj. przy pewnym ¢ mamy PT = P;, tj. P = PT.
Poniewaz permutacje PiT, PoT, ..., PnT s wszystkie rézne (gdyz z P T = P;T wynika P, = P;), zatem
zbiér {PiT, ..., PyT} pokrywa sie ze zbiorem wszystkich permutacji nieparzystych, a wiec takich permutacji
jest tyle samo co permutacji parzystych. Zatem A ma n!/2 elementéw. O

Podgrupa grupy S,, ztozona z wszystkich permutacji parzystych nazywa sie n-tq grupqg alternujacqg i jest
oznaczana przez A,.

3. Okazuje sie, ze przy badaniu grup skonczonych mozna sie ograniczy¢ do grup permutacji zbioréw
skonczonych i ich podgrup:

Twierdzenie 2.9. (Arthur Cayley) Jesli G jest grupa n-elementowa, to jest ona izomorficzna z pewnq
podgrupqg grupy S, wszystkich permutacji zbioru n-elementowego.

Dowéd: Niech G = {g1 =¢€,92,...,9n}. Kazdemu elementowi g € G przyporzadkujemy permutacje P,
zbioru {1,2,...,n} w nastepujacy sposob: poniewaz dla i = 1,2,...,n mamy gg; = gn, przy pewnym 1 <
n; < n, a elementy gg; sa wszystkie rézne, zatem odwzorowanie ¢ — n; jest permutacja zbioru {1,2,...,n},
ktora oznaczymy przez Py. Zauwazmy, ze z uwagi na (gh)g; = g(hg;) zachodzi réwnosé¢ Py, = Py P,. Mamy
ponadto P, = E'i Py-1 = Pg_l. To pokazuje, ze zbiér H = {P, : g € G} jest podgrupa, S,,. Odwzorowanie
¥ : G — H zadane przez g — P, jest wzajemnie jednoznaczne i pozostaje zauwazy¢, ze dla g, h € G mamy

U(gh) = Pyn = PyPy, = ¥(g9)¥(h),

co dowodzi, ze V¥ jest izomorfizmem. O

2.3. Dzielniki normalne. Grupy ilorazowe. Twierdzenia o homomorfizmach i izomorfizmach.

1. Niech H bedzie podgrupa grupy G i niech g € G. Zbiér wszystkich iloczynéw gh, gdzie h przebiega
wszystkie elementy grupy H oznaczamy gH i nazywamy prawostronng warstwqg grupy G wzgledem podgrupy
H wyznaczong przez g. Podobnie, zbior

Hg={hg: he H}

nazywamy lewostronnag warstwg grupy G wzgledem podgrupy H wyznaczong przez g. Oczywiscie, w przy-
padku grup abelowych pojecia te sie pokrywaja.

Twierdzenie 2.10. Niech G bedzie grupa, a H jej podgrupa.

(i) Dia kazdego g € G warstwy gH i Hg sq réwnoliczne ze zbiorem H.

(i) Zbidr warstw prawostronnych grupy G wzgledem jej podgrupy H jest réwnoliczny ze zbiorem warstw
lewostronnych.

(iil) Jesli g1,92 € G, to warstwy g1H i goH sq bad? rozlaczne, badZ réwne i to samo dotyczy warstw
Hg, i Hgo.

(iv) Dwa elementy g1, g2 wyznaczajg te sama warstwe prawostronng (lewostronng) wzgledem H wtedy i
tylko wtedy, gdy gy go € H (g195 " € H).

Dowdéd: (i) Odwzorowania ¥ : H — Hgi=: H — gH zadane przez V(h) = hg, Z(h) = gh sa
wzajemnie jednoznaczne.

(ii) Odwzorowanie x — x~! jest réznowartosciowe i przeprowadza warstwe prawostronna gH na warstwe

lewostrona, Hg~!.

(iil) Jesli warstwy g1 H 1 g2 H nie sa rozlaczne, to istnieje a € (g1H) N (92 H). Wtedy a = g1h1 = g2hs
przy odpowiednich hy, ho € H, a zatem g1 = gghghl_l € goH, co prowadzi do g1 H C g2 H, a zamieniajac w
tym rozumowaniu elementy ¢ i g2 otrzymujemy goH C g1 H, co ostatecznie daje g1 H = g2 H.
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(iv) Warunek gflgg € H jest réwnowazny z go € g1H, a (ili) pokazuje, ze to jest réwnowazne z
g1H = goH. Podobne rozumowanie dziata takze w przypadku warstw lewostronnych. U

Tlo$¢ elementow w grupie skoriczonej G nazywamy rzedem grupy, a ilo$¢ warstw w G wzgledem podgrupy
H nazywa sie indeksem H w G i oznacza przez [G : H|.

Whiosek 1. (Twierdzenie Lagrange’a) Dla skoriczonych grup H < G mamy

#G =[G : H]- #H. (2.6)

Dowéd: Wynika natychmiast z (i). O

Whniosek 2. Jesli grupa G jest skoriczona, to zaréwno rzad jok i indeks kazdej jej podgrupy sq dziel-
nikami rzedu grupy.

Dowé6d: Wynika z wzoru (2.6). O
Whiosek 3. Jesli G jest grupa skoriczona, to dla g € G mamy o(g)|#G.

Dowéd: Wynika z Wniosku 2 1 Twierdzenia 2.5 (i). |
Whiosek 4. Jesli rzqd grupy G jest liczbg pierwszqg, to G jest grupq cykliczna.

Dowéd: Jesli g # e jest elementem G to jego rzad jest wiekszy od 1, a poniewaz poprzedni wniosek
prowadzi do o(g)|p, to o(g) = p, a wiec grupa cykliczna generowana przez a pokrywa sie z G. O

3. Rozpatrzmy G = S, i H = A, przy n > 3. W tym przypadku warstwa prawostronna gA,
wyznaczona przez element g € A, pokrywa sie z ze zbiorem permutacji parzystych, zas takaz warstwa
wyznaczona przez element g € S, \ A4,, sklada sie z wszystkich permutacji nieparzystych. Tak samo jest w
przypadku warstw lewostronnych, a wigc w tym przypadku zachodzi réwnoé¢ gH = Hg mimo, ze grupa S,
nie jest abelowa.

Ten przyktad prowadzi do kolejnego pojecia. Méwimy, ze podgrupa H grupy G jest jej dzielnikiem
normalnym, jesli dla kazdego elementu g € G zachodzi rownos¢ gH = Hg. Piszemy woéwczas H < G.
Whprost z definicji otrzymujemy nastepujacy fakt:

Fakt 2.11. Na to by podgrupa H grupy G byla jej dzielnikiem normalnym potrzeba i wystarcza, by dla
wszystkich g € G i h € H element ghg™" lezat w H. O

Zajmiemy sie teraz homomorfizmami grup i rozpoczniemy od prostego lematu:

s

Lemat 2.12. Jesli f : G1 — G2 jest homomorfizmem grup, a przez e; oznaczymy dla i = 1,2 jednos
grupy Gy, to f(e1) = es i dla kaidego g € Gy mamy f(g~') = f(g)~ L.

Dowdéd: Jedli a = f(e1), toa-a=a?= f(e?) = f(e1) = a = a- ey i z Twierdzenia 2.1 wynika a = ey.
Zatem dla g € G; mamy

ea = fler) = f(9)f(g™ ),
a wiec f(g)~' = f(g™h). -

Jesli Gy, Go sa grupami, es € Go jest jednoscia, a f : G1 — Go jest homomorfizmem, to zbior
{g € Gy : flg) = es} nazywa sie jadrem homomorfizmu f i oznacza sie przez*) Ker f. Obraz grupy G przez
homomorfizm f oznaczamy przez Im f.

Twierdzenie 2.13. (i) Jesli f : G1 — Ga jest homomorfizmem grup, to Im f jest podgrupa grupy
Go, a Ker f jest dzielnikiem normalnym grupy Gi.
(ii) Na to by homomorfizm f: G1 — Ga byt monomorfizmem potrzeba i wystarcza, by Ker f = {e}.

Dowdéd: (i) Jesli a,b € Im f, to istnieja x,y € G takie, ze a = f(x),b = f(y), a wiec wobec Lematu
2.12 mamy ab~! = f(xy~!) i mozemy skorzysta¢ z Twierdzenia 2.4. Jesli gi,g2 € Ker f, to f(glggl) =

*) Od angielskiego stowa ”kernel”.
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f(g1)f(g2)"t = ey i znéw skorzystamy z Twierdzenia 2.4 by stwierdzi¢, ze Ker f jest podgrupa G. By
pokazaé, ze jest ona dzielnikiem normalnym zauwazmy, ze dla g € G, h € Ker f mamy

flghg™) = F@) f (W) flg™) = f(9)f(R)f(9) " = F9)flg) ™" = ea,

a wiec ghg~! € Ker f.
(ii) Jedli f nie jest monomorfizmem i elementy a # b grupy G maja ten sam obraz, tj. f(a) = f(b), to
ab™t # ey, ale f(ab™!) = f(a)f(b)~! = e2. Wynikanie w druga strone jest trywialne. O

Wprowadzimy teraz pojecie grupy ilorazowej. Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G. Wpro-
wadzimy dzialanie w zbiorze G/ H wszystkich warstw grupy G wzgledem H (poniewaz H < G, zatem warstwy
prawo- i lewostronne sie pokrywaja), ktadac

(91H) - (92H) = (9192)H. (2.7)

Twierdzenie 2.14. Jesli H < G, to zbidr warstw G/H z dzialaniem okreslonym wzorem (2.7) jest
grupa, a odwzorowanie ¢ : G — G/H zadane przez ¢(g) = gH jest epimorfizmem.

Dowdéd: Musimy wpierw wykazaé, ze dzialanie na warstwach, zdefiniowane wzorem (2.7) jest dobrze
okreslone, tj. jego wynik nie zalezy od wyboru elementu wyznaczajacego warstwe. Jesli ayH = g1 H i
asH = goH, to z Twierdzenia 2.10 (iv) wynika, ze dla ¢ = 1,2 mamy h; = g;lai € H. Zatem a; = g;h;, a
wiec ajas = g1h1g2ho. Poniewaz H jest dzielnikiem normalnym, zatem h = gglhlgg € H, codaje goh = h1go
oraz

ajaz = (g1g2)(hh2) € g1g2H.

Korzystajac z Twierdzenia 2.10 (iii) otrzymujemy teraz (aiaz2)H = (g192)H.

Laczno$é dzialania w G/H wynika z tacznosci dzialania w G, a z (2.7) wynika, ze H jest elementem
neutralnym w G/H, za$ elementem odwrotnym do gH jest g~ 'H. Widzimy wiec, ze G/H jest grupa, a
stwierdzenie, ze ¢ jest homomorfizmem wynika natychmiast z (2.7). Jego surjektywnosé jest oczywista. [

Odwzorowanie ¢, wystepujace w tym twierdzeniu nazywa sie kanonicznym homomorfizmem G na G/H.
Nastepujace twierdzenie daje opis wszystkich epimorfizméw zaczynajacych sie w grupie G. Nazywa sie
go czesto zasadniczym twierdzeniem o homomorfizmach dla grup:

Twierdzenie 2.15. Niech f: G — G; bedzie epimorfizmem i niech H bedzie jego jadrem. Oznaczmy
przez ¢ : G — G/H homomorfizm opisany w Twierdzeniu 2.14. Wdowczas grupy G1 i G/H sq izomorficzne
i istnieje doktadnie jeden izomorfizm o : G/H — Gy, taki, ze dla g € G mamy f(g) = ¥(d(g)), 4.

f=1vo¢. (2.8.)

Dowdéd: Pokazemy najpierw, ze jesli gH = g1 H, to f(g) = f(g1). W istocie, mamy wéwczas g1 = gh z
pewnym h € H, a wigc

f(g1) = f(gh) = f(g9)f(h) = f(g)-

To pokazuje, ze odwzorowanie ¢ : G/H — G dane wzorem ¢ (gH) = f(g) jest dobrze okredlone. To, ze
1) jest homomorfizmem wynika teraz z

(g1l - g2 H) = ((9192)H) = f(9192) = f(91)f (92) = ¥ (91 H )P (g2H).

Surjektywnosc ¥ jest konsekwencja surjektywnoséci homomorfizmu f : G — G1, a gdyby ¥ nie byl monomor-
fizmem, to z Twierdzenia 2.13 (ii) otrzymaliby$my element gH € G/H, rézny od H, speliajacy ¢ (gH) = e,
ale wowczas e = ¥(gH) = f(g), co prowadzi do g € Ker f = H, a wiec gH = H, sprzecznosé.

Pozostaje wykazaé jedynosé izomorfizmu v, spelniajacego (2.8). JeSli ¥ : G/H — G; spehia f = Wog
i W # 1), to istnieje warstwa gH € G/H, dla ktérej mamy WU(gH) # ¢ (gH), ale wobec ¢(g) = gH prowadzi
to do

flg) =V(o(9) = W(gH) # Y(gH) = ¥(o(9)) = f(9),

14
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co jest jawnie niemozliwe. O

Przyklady:
1. Jesli RT,Z% sq grupami liczb rzeczywistych i catkowitych z dodawaniem, zas T jest grupq liczb
zespolonych o module 1 z mnozeniem, to

R*/Zt ~T.

Rozpatrzmy odwzorowanie f : Rt — T zadane wzorem f(z) = ¢*™*. Poniewaz f(z+y) = > (=+) =
e2mi® . 2™y — f(x)f(y), zatem f jest homomorfizmem. Surjektywnosé jest jasna, a

Ker f={zeRt: ™" =)} =7+

i pozostaje zastosowaé twierdzenie 2.15.

2. Jesli GL,,(R) jest grupg odwracalnych macierzy n x n o elementach z R z mnozeniem, a SL,(R) jest
jej podgrupg ztozZong z macierzy o wyznaczniku 1, to

GLn(R)/SLy (R) ~ R,

gdzie R* jest grupq niezerowych liczb rzeczywistych z mnozeniem.

To wynika z rozpatrzenia homomorfizmu f : GL,(R) — R* zadanym przez wyznacznik (f(2) = det ).

3. 5,./A, ~Cs.

Bo [Sy, : A,] = 2, az Wniosku 4 z Twierdzenia 2.10 wynika, ze kazda grupa 2-elementowa jest cykliczna.

3. Udowodnimy teraz dwa twierdzenia, ktére dotycza podgrup ustalonej grupy G. Jesli H, K sa
podgrupami G, to latwo sprawdzi¢, korzystajac z Twierdzenia 2.4, ze ich czes¢ wspdlna K N H réwniez jest
podgrupa GG. Bedziemy takze rozpatrywa¢ najmniejsza podgrupe G, zawierajaca zaréwno H jak i K. Jej
istnienie wynika z pierwszej czesci nastepujacego lematu:

Lemat 2.16. (i) Jesli A jest niepustym podzbiorem grupy G, a G(A) jest czescia wspdlnag wszystkich
podgrup grupy G, zawierajacych A, to G(A) jest podgrupa o tej wtasnosci, ze jesli Gu < G zawiera A, to
G(A4) < Gy.

(i) Jesli K <« G i H< G, to naymniejsza podgrupa G, zawierajgea H i K pokrywa sie ze zbiorem

KH:={kh: ke K,he H}.

Dowéd: (i) Wystarczy pokazaé, ze G(A) jest podgrupa G. Jedli a,b € G(A), to a,b leza w kazdej
podgrupie zawierajacej A, a wiec ab~! ma te sama wlasnosé.

(ii) Wystarczy wykazaé, ze K H jest podgrupa, G. W tym celu rozpatrzmy dla k; € K, h, € H (i =1,2)
element

(k1hi)(kaho) ™' = kihihg 'ky b = (kyky V) (kehihy kg )

i zauwazmy, ze kohihy 'ky ' € H. O

Twierdzenie 2.17. (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmach.) Jesli K <« G i H< G, to

(i) K< KH=HK <G,

(i) HNK <H i K<KH,

(#i) Odwzorowanie ¢ : hK — h(K N H) indukuje izomorfizm

HEK/K ~ H/(HNK).

Dowdéd: (i) Wobec Lematu 2.16 (ii) zbiér K H jest podgrupa G. Jedlik € K,h € H,tohy = khk~! € H,
wiec kh = hik € HK, co daje KH C HK. Przez symetrie zalozenia mamy takze HK C KH, a wiec
KH=HK.
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(i) Jeslia € HNK ih € H,to h"lah € H, az uwagi na K <G mamy h~'ah € K, tj. HNK<H. Druga
czes¢ wynika z tego, ze K jest dzielnikiem normalnym w G, a wiec i w kazdej podgrupie G, zawierajacej K.

(iii) Jest jasne, ze ¢ jest surjektywnym homomorfizmem grupy HK/K w H/(H N K) i wystarczy
wyznaczy¢ jego jadro:

Ker ¢ = {hK: W(KNH)=KNH}={hK: he KNH} = {eK} = {K}. O
4. Twierdzenie 2.18. (Drugie twierdzenie o izomorfizmach (najwazniejsza czes¢).) Jesli K <G i
K <H<Giozmaczymy H=H/K i G=G/K, to
(i) H <G,
(ii) H <G zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy H <G. Mamy wéwczas
G/H ~G/H.

Dowdéd: (i) jest konsekwencja H < G.
(ii) Jesli H <« G, to dla g € G, h € H mamy

9 'K -hK-gK = (9" 'hg)K = mK € H,

gdzie hy = g~ 'hg € H. Zatem H < G.
Jezeli H <G, to
g 'K -hK - gK =hK e H,

a zatem g~ 'hgK = h K, co daje g"'hg = hik € H z pewnym k € K.
Jedli warunek z (ii) jest spelniony i ¢ : G — G jest kanonicznym homomorfizmem, to ¢ = 9y jest
kanonicznym homomorfizmem H na H. Jedli

p:G— G/H
jest homomorfizmem kanonicznym, to zlozenie
a: G- G/K=CG->G/H
jest surjektywne. Pozostaje wyznaczy¢ Ker a:
gEKer a < Y(g)c H <= gK € H/K < g€ H,

a wiec Ker a = H. |
5. Twierdzenie 2.19. Przy ustalonym elemencie g € G odwzorowanie ¢4 : G — G zadane przez

dg(x) =g 'ag

jest automorfizmem.
Dowdéd: Dla z,y € G mamy

1

bg(zy) = 9 wyg = g ' wgg” g = dg(x)dy(y),

a wiec ¢4 jest endomorfizmem. Jesli x € Ker ¢4, to g1

Trg = e, a zatem
zg =99 'rg=ge=g
i widzimy, Ze ¥ = e. Pozostaje wykaza¢ surjektywnos¢ ¢4, a to wynika z réwnosci

dlgrg~ ') =g 'gzg lg== (2.9.) O
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Automorfizm ¢4, wystepujacy w tym twierdzeniu nazywa si¢ automorfizmem wewnetrznym grupy G,
wyznaczonym przez g. Zauwazmy, ze jesli grupa G jest abelowa, to dla wszystkich g,z € G mamy ¢4(x) =z, a
wiec jedynym automorfizmem wewnetrznym takiej grupy jest identycznosé. Zbidr wszystkich automorfizméw
wewnetrznych grupy G oznaczamy przez I(G).

5. Zbiér wszystkich elementéw x € G takich, ze dla dowolnego y € G mamy xy = yx nazywamy centrum
grupy G i oznaczamy przez Z(G). Ponizsze twierdzenie pokazuje zwiazek tego pojecia z automorfizmami
wewnetrznymi:

Twierdzenie 2.20. (i) Zbidr I(G) tworzy grupe ze wzgledu na skladanie.

(ii) Dla kazdej grupy G mamy Z(G) < G.

(iil) Grupa I(QG) jest izomorficzna z grupg ilorazowq G/ Z(G).

Dowdéd: (i) Z (2.9) wynika, ze ¢g-1 jest automorfizmem wewnetrznym, odwrotnym do ¢, tj. ¢;' =

¢4-1, automorfizm ¢, jest elementem neutralnym i pozostaje zauwazy¢, ze dla g, h,z € G mamy

(0g0n) () = (dg(¢n(x)) = g~ h™ whg = dpg(2),

a wiec

(0g0n)(x) = bng (). (2.10)

(ii) Jedli g € G,h € Z(G), to ghg™! = hgg™! = h € Z(G).
(iii) Rozpatrzmy odwzorowanie ¥ : G — I(G) zadane przez ¥(g) = ¢,-1. Podstawiajac w (2.10) h~!
w miejsce h i g~! w miejsce g otrzymujemy

¢g*1¢h*1 = ¢h*19*1 = qs(gh)*la

a wiec
U(g)¥(h) = ¥(gh)
i widzimy, ze ¥ jest homomorfizmem. Poniewaz jadrem V¥ jest zbior tych g € G dla ktérych przy dowolnym

x € G mamy

T = ¢g1(2) = gug™,

tj. xg = gz, zatem Ker ¥ = Z(G) i mozemy skorzystaé¢ z Twierdzenia 2.15. O
Dla skrétu piszemy ¢g4(z) = 29. Z dowodu czesci (i) Twierdzenia 2.20 i z (2.10) wynikaja wzory

()9 = b9, (a9)t = (@ ). (2.11)
Jedli M jest podzbiorem grupy G, to przez M9 oznaczamy obraz M przez automorfizm ¢g4, tj.
M9 ={z9: xz € M}.

Kazdy ze zbioréw M9 nazywamy zbiorem sprzezonym M. Jedli, w szczegblnosci, M = {z} jest zbiorem
jednoelementowym, to elementy z9 (g € G) nazywamy elementami sprzezonymi z x. Zbior

NeM)={g9eG: MI=M}
nazywamy normalizatorem zbioru M, a zbidr
Ce(M)={g€eG: mg=gmdlame M}

nazywamy centralizatorem M.

Twierdzenie 2.21. Niech G bedzie grupa.

(i) Dla kazdego zbioru M C G mamy Co(M) < Ng(M) < G, a jesli M jest jednoelementowy, to
Ca(M) = Ng(M).
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(i) Z(G) = Ca(G).
(iil) Jesli M C G, to ilosé réznych zbiordw MY jest réwna indeksowi normalizatora, tj. [G : Ng(M)].
Dowéd: Wprost z definicji otrzymujemy (i) i (ii), a by wykazaé (iii) zauwazmy, ze jesli g = nh przy
n € Ng(M), to
M9 = Mnh _ (Mn)h — th
a jesli M9 = M", to
MY = (M) = M,

wiec n = gh™! € Ng(M). Zatem zbiory MY sa w odpowiednio$ci wzajemnie jednoznacznej z lewostronnymi
warstwami wzgledem normalizatora. O

Whiosek 1. Na to by klasa elementow sprzezZonych z x € G byta jednoelementowa potrzeba i wystarcza
by xz € Z(G).

Dowéd: Niech M = {z}. Jedli z lezy w centrum G, to z (i) wynika Ng(M) = Ce(M) = G, a teraz
(iii) pokazuje, ze klasa sprzezonych z z jest jednoelementowa.
Jedli klasa sprzezonych z x jest jednoelementowa, to Co(M) = Ng(M) = G, a wiec x € Z(G). O

Whiosek 2. Jesli G jest skoriczona, to ilosé elementow sprzezonych z zadanym elementem x € G jest

dzielnikiem #G.
Dowdéd: Stosujemy (iii) do zbioru M = {x}. O
6. Niech p bedzie liczba pierwsza. Grupa G nazywa sie p-grupa, jesli rzad kazdego elementu jest potega,
liczby p.
Fakt 2.22. Jesli #G = p", to G jest p-grupa.

Dowéd: To wynika z twierdzenia Lagrange’a. O

Dla grup skonczonych twierdzenie odwrotne jest tez prawdziwe, bedzie ono udowodnione nieco pdzniej.
Twierdzenie 2.23. Skoriczone p-grupy majg nietrywialne centrum.

Dowdd: Niech #G = p" z r > 1 i przedstawmy G jako rozlaczng sume klas elementéw sprzezonych:
G=KiU---UK,,

przy czym K; = {e}. Gdyby Z(G) = {e}, to z Wniosku 2 z Twierdzenia 2.22 wynikaloby, ze ilo§¢ elementéw
w kazdej z klas K; (i # 0) bylaby dzielnikiem p" wiekszym od 1, a wiec dzielitaby sie przez p. Zatem
p" =#G =1 (mod p), co nie jest mozliwe. O

Whiosek: Jesli #G = p?, gdzie p jest liczbg pierwsza, to G jest abelowa.

Dowdéd: Skorzystamy tu z uwagi, ze jesli p jest liczba, pierwsza, a d € N dzieli p?, to d € {1,p, p?}. W
istocie, z Lematu 1.9 otrzymujemy, ze jedynym dzielnikiem pierwszym takiej liczby d jest p, a wiec d jest
potega, liczby p, nie przekraczajaca p?.

Zatézmy, ze G nie jest abelowa. Niech h bedzie nietrywialnym elementem Z(G) i niech H bedzie grupa
cykliczna, generowana przez h. Poniewaz H jest abelowa, zatem H # G, a poniewaz #H dzieli #G = p?,
przeto H ma p elementéw. Niech g € G\ H i niech K bedzie grupa, generowana, przez g i h. Wowczas
H < K <G, zatem p = #H < #K < p? i z twierdzenia Lagrange’a otrzymamy #K = p?, a wiec K = G.
Pozostaje zauwazy¢, ze z uwagi na gh = hg grupa K jest abelowa. O

2.4. Produkty grup, sumy proste grup abelowych.
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1. Jesli A, B sa grupami, to w zbiorze par A X B = {(a,b) : a € A,b € B} wprowadzamy dzialanie
wzorem

(a,b) - (¢, d) = (ac, bd).

Twierdzenie 2.24. (i) Z tak okreslonym dziataniem A x B staje sie grupg.

(ii) Grupa A X B zawiera podgrupy A1, By, spelniajace nastepujace warunki:

(a) Ay ~ A, By ~ B,

(8) AN By = {e},

(v) Kazdy element g € G zapisuje sie na jeden sposéb w postaci g = ab przy a € Ay, b € By,
(6) Dla x € A1, y € By mamy zy = yx.

Dowdéd: (i) Laczno$é dziatania jest konsekwencja tacznosci w grupach A, B. Jesli e, ep sa jednosciami
grup A,B i przyjmiemy e = (e, ep), to

e (a,b) = (a,b) - e = (a,b),
wiec e jest elementem neutralnym w A x B. Pozostaje zauwazy¢, ze
(a,b)(a™ 1,07 = (a7, 07 (a,b) = e.

(ii) Niech A; = {(a,ep) : a € A}, By = {(ea,b) : b € B}. Latwo sprawdzié, ze odwzorowania
a +— (a,ep) i b — (ea,b) sa izomorfizmami, co prowadzi do (). Warunek () jest oczywisty, () i (0)
wynikaja, z réwnosci

(a,b) = (ea,b)(a,ep),
a by sprawdzi¢ (0) zauwazmy, ze jesli x = (a,ep), y = (ea,b), to zy = (a,b) = yz. O

Whiosek: Grupy Ai, B1, pojawiajgce sie w twierdzeniu sq dzielnikami normalnymi grupy A X B, a przy
tym mamy

(Ax B)/A, ~ B, (Ax B)/B; ~ A.

Dowdéd: Pierwsza czesé jest konsekwencja, warunku (6). By udowodnié pierwszy izomorfizm z czesci
drugiej wystarczy zauwazy¢, ze odwzorowanie (a,b) — b jest epimorfizmem A x B — B, ktdrego jadro jest
réwne A;. Drugi izomorfizm dowodzi sie podobnie. O

Nastepujacy wynik pozwala na stwierdzenie, czy dana grupa jest produktem:

Twierdzenie 2.25. Niech A, B bedq podgrupami grupy G. Jesli spetnione sq nastepujace warunki:
(i) AN B = {c},

(i) Dla a € A, b € B mamy ab = ba,

(ii) AB = G, tj. kazdy element G da si¢ przedstawi¢ w postaci ab, gdzie a € A, b € B,

to grupa G jest izomorficzna z produktem A x B.
Dowéd: Rozpatrzmy odwzorowanie ® : A x B — @, zadane przez (a,b) — ab. Jest to homomorfizm,
gdyz korzystajac z (i) mamy
®((a,b)(c,d)) = ®((ac,bd)) = acbd = abed = ®((a, b))®((c,d)).
Surjektywnosé @ jest konsekwencja, (iii), a by wykazaé¢ injektywnosé zauwazmy, ze jesli (a,b) € Ker @, to
ab=ce, azatem b=a"! € Aiwidzimy, ze b€ AN B = {e}, tj. b=e, coz uwaginaa=>b"! dajea=ec. O

2. Produkt grup definiuje sie takze dla wiekszej liczby czynnikéw. Jesli Ap, Ao, ..., A, sa grupami, to
ich produktem
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nazywamy grupe, ktérej elementami sa ciagi (ag, as,...,a,) z a; € A;, a mnozenie jest zdefiniowane przez
((Ll, N ,an)(bl, ey bn) = (albh N ,anbn). (212)

Zachodzi tu analogon Twierdzenia 2.24:

Twierdzenie 2.24a. (i) Z dziataniem okreslonym przez (2.12) produkt P = [[;_, A; staje si¢ grupa.

(ii) Grupa P zawiera podgrupy B, ..., By, spelniajgce nastepujace warunki:

() A; ~B;dlai=1,2,...,n,

(B) Dla kazdego j przekréj grupy B; i grupy generowanej przez wszystkie pozostale grupy B; jest réwny
{e},

(v) Kazdy element g € G zapisuje sie na jeden sposéb w postaci g = by ---by, przy b; € By,

(0) Dlai # j i x € By, y € Bj mamy zy = yz.

Nietrudny dowdéd indukcyjny pozostawiam do samodzielnego opracowania, podobnie jak sformulowanie

analogonu Twierdzenia 2.25.
Zupehie podobnie definiuje sie produkt nieskonczonej ilosci grup:

Jesli T jest dowolnym zbiorem indekséw, a dla kazdego 7 € T jest zadana grupa A, to produkt

I1 +-

TeT

jest grupa, ktdrej elementy sa elementami (a,) produktu mnogoséciowego grup A,, a mnozenie jest zdefinio-

wane przez
(ar) - (br) = (arb:).

Definiuje sie takze produkt ograniczony grup A., ktérego elementami sa, te elementy produktu (a,) €
[I,cr A7, dla ktérych a, jest rézne od jednosci jedynie dla skoniczenie wielu 7. W przypadku, gdy zbiér T
jest skoniczony, rozroznienie pomiedzy produktem a produktem ograniczonym jest nieistotne.

W przypadku, gdy grupy A, sa abelowe ich produkt ograniczony nazywamy sumgq prostq i oznaczamy
przez Ay @ --- ® A, gdy mamy do czynienia z kilkoma grupami, a przez . A, w ogélnym przypadku.
Stosuje sie to zasadniczo wowczas, gdy dzialanie oznaczone jest symbolem ” + 7.

2.5. Grupy przeksztalcen.

1. Niech X bedzie niepustym zbiorem, a G grupa. Mowimy, ze grupa G dziata na X, jesli z kazdym
elementem g € G zwigzana jest pewna permutacja ¢, zbioru X, przy czym spelniony jest warunek ¢g, =
¢g © ¢, a wiec odwzorowanie g — ¢4 jest homomorfizmem G w grupe S(X) permutacji zbioru X. Orbitq
punktu x € X nazywamy zbiér O(x) = {¢4(x) : g € G}.

Przyklady: 1. Jedli X = RN jest N-wymiarowa przestrzenia liniowa z ustalona baza w,...,wy, to
dziatanie grupy liniowej G Ly (R) na RN moze by¢ zadane w nastepujacy sposéb: jesli 2 jest przeksztatceniem
liniowym o macierzy M € GLx(R), a v jest wektorem w RN, to ktadziemy ¢ (v) = €vT’, przy czym v? jest
wektorem transponowanym do v.

2. Zbiér wszystkich izometrii ptaszcezyzny (lub ogélniej, dowolnej przestrzeni euklidesowej) jest grupa,
ktéra w sposéb naturalny dziala na plaszczyznie (lub przestrzeni euklidesowej).

Stabilizatorem Sg(z) punktu @ nazywamy zbiér {g € G : ¢4(x) = z}.

Twierdzenie 2.26. (i) Stabilizator Sg(x) jest podgrupa G, ktdrej indeks jest réwny ilosci elementéw
w orbicie O(x).
(i) Jesli elementy x,y lezq w tej samej orbicie, to ich stabilizatory sq sprzezone.

Dowdéd: (i) Pierwsza wlasnosé jest trywialna. Jesli ¢4(z) = ¢n(x), to
Pr-1g(x) = Op-1(dg(x)) = dp-1(dn(x)) = 2,
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tj. h=lg € Sg(x), tj. gSc(z) = hSc(z) i naodwrét. Zatem elementy orbity z odpowiadaja warstwom
wzgledem stabilizatora.

(ii) Jesli x, y leza w tej samej orbicie, to istnieje h € G z y = ¢p(x). Zatem

Sa(y) = Sa(dn()) = {g: ég(dn(x)) = dn(x)}
= {g: dp1gn(x) =2} ={g: h 'gh € Sq(x)}
={g: g=hSc(x)h '} =8k (x).

Whiosek: Jesli skoriczona p-grupa dziata na zbiorze X, a p nie dzieli #X, to istnieje x € X taki, Ze
dla g € G mamy ¢4(z) =z, tj. Sg(z) =G
Dowdd: Zapiszmy X jako sume rozigcznych orbit:

X=0,UO02U---UOy,.
7 twierdzenia wynika, ze dla j = 1,2,...,m mamy O; = p% z pewnymi c¢; > 0. Zatem

#X = p,
j=1

a poniewaz lewa strona tej réwnosci nie dzieli si¢ przez p, zatem po prawej stronie ktérys z wykladnikéw c;
musi by¢ rowny zeru.

O
2. Twierdzenia Sylowa.

Twierdzenie 2.27. (Pierwsze twierdzenie Sylowa.) Jesli p jest liczbq pierwsza , a G jest grupq skoriczo-
na, #G = N = pFm, przy czym k > 1 i ptm, to istnieje podgrupa H grupy G, majaca p* elementéw.

(Taka grupa nazywa sie podgrupq Sylowa.)

Dowéd: Oznaczmy ¢ = p* i niech X bedzie rodzina wszystkich g-elementowych podzbioréw grupy G.
Okreglimy dzialanie grupy G na zbiorze X nastepujaco:

Jesli § ={hy,...,hg} € X,ag€ G, to

bg(&) = {gh1,...,ghq}.

1 krok: pt#X.
Mamy

_(NY pFm
#X<Q)<pk)

Fm)(pFm —1) - (pF(m —1) +1 o Fm —1)+j

_ (@"m)(p )pk!(p( ) )_lep( )+

£ s
J
ale, z uwagi na j < p¥, liczby p*(m — 1) + j oraz j dziela sie przez te sama, potege liczby p
Whiosek: Istnieje orbita O, spelniajaca p 1 #0.
Bo X jest suma, orbit roziacznych.

2 krok: Jesli O jest orbita, dla ktérej p 1 #0 oraz € € O, to p* dzieli #S¢(£), a wiec p* < #S5(€).
Wiemy, ze [G : Sg(§)] = #0 nie dzieli sie przez p i pozostaje zauwazy¢, ze z

pFp"m = #G = #0 - #Sc(a)
wynika p*|#S¢(€).
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Ostatni krok: Jesli & = {h1,...,h,} € O, gdzie O jest takie jak w kroku 2, to Sg(&) = &, tj. dla
g € Sg(§) mamy gh; = hj z pewnym j, a wiec gh; € £ , co mozemy zapisa¢ w postaci Sg(§)h; C €.
Poréwnujac iloéci elementéw otrzymujemy teraz, korzystajac z kroku 2:

p" = q < #Sc(&) = #(Sc(&)gi) < #& =g,

a wiec Sg (&) = p*. O

Whniosek 1: (Twierdzenie Cauchy’ego.) Jesli liczba pierwsza p dzieli rzad grupy G, to G zawiera
element rzedu p.

Dowdd: Niech H bedzie podgrupa Sylowa grupy G, odpowiadajaca liczbie p. Jesli a # e jest jej
elementem, to jego rzad jest postaci p”. Wéwczas element a?  ma rzad p. O

Whniosek 2. Jesli G jest skoriczona p-grupa, to jej rzad jest potegq p.

Dowdéd: Gdyby istniala liczba pierwsza g # p dzielaca rzad G, to wobec poprzedniego wniosku istniatby
w G element rzedu ¢, wbrew zalozeniu. O

Twierdzenie 2.28. (Drugie twierdzenie Sylowa.) (i) KaZda p-podgrupa grupy G jest podgrupg pewnej
podgrupy Sylowa.

(i) Wszystkie p-podgrupy Sylowa sq sprzezone.

Dowdéd: (i) Niech H bedzie p-podgrupa, G. Orbita O, wystepujaca w dowodzie poprzedniego twierdze-
nia, spehia p f #0, a przy tym stabilizator Sg(€) elementu £ € O jest podgrupa Sylowa. Grupa H dziala
na O, a wiec istnieje element 7 € O, niezmienniczy wzgledem tego dzialania, tj. ¢n(n) = n zachodzi dla
wszystkich h € H. To pokazuje, ze H < S (1), a Sa(n) jest podgrupa Sylowa.

(ii) Niech U bedzie dowolna, p-podgrupa Sylowa grupy G. Stosujac poprzednie rozumowanie widzimy, ze
U = Si(n) dla pewnego n z orbity O. Pozostaje przypomnieé, ze wobec Twierdzenia 2.26 (ii) stabilizatory
elementéw tej samej orbity sa sprzezone. O

7 twierdzen Sylowa wyprowadzimy teraz pewien rezultat o grupie As, ktéry pozwala na rozstrzygniecie
pytania o istnienie wzoroéw na rozwiazanie réwnan stopnia > 5. Mowimy, ze grupa G jest grupa prostq, gdy
nie zawiera nietrywialnych (tj. réznych od G i {e}) dzielnikéw normalnych. Takimi grupami sa np. grupy
C) dla pierwszych p.

Whniosek. Grupa As jest prosta.

Dowéd: Grupa As ma 5!/2 = 60 = 22.3-5 elementéw. Jej elementy rézne od jednoéci maja nastepujace
postacie:

(abede) rzedu 5, (abe) rzedu 3 1 (ab)(ed) rzedu 2,

przy czym liczby a, b, ¢, d, e tu wystepujace sa rozne.

Wynika stad, ze grupa As zawiera 15 elementéw rzedu 2, % = 20 elementéw rzedu 3 1 5!/5 = 24
elementy rzedu 5.

Zatézmy, ze {1} # N < A5, ale N # As. Zatem 1 < #N < 30. Poniewaz p-podgrupy Sylowa sa
sprzezone, a N, jako dzielnik normalny, jest zamknieta na sprzezenia, zatem jesli p|#N, to N zawiera
wszystkie te p-podgrupy, a zatem, wobec Twierdzenia 2.28 (i), zawiera wszystkie elementy rzedu p.

Tak wiec jesli 3|#N, to N zawiera wszystkie elementy rzedu 3, a jest ich 20, co pokazuje, ze #N > 21,
co jest mozliwe jedynie gdy #N = 30.

Jedli zas 5|#N, to podobnie otrzymujemy #N > 25 i #N = 30.

Jesli wiec #N dzieli sie przez 3 lub 5, to #/N = 30. Poniewaz 30 dzieli sie zaréwno przez 3 jak i przez
5, zatem poprzednie rozumowanie pokazuje, ze N zawiera wszystkie elementy As o rzedach 3 1 5, a zatem
30 =#N > 20+ 24 4+ 1 = 46, sprzecznosc.

Pozostaje przypadek, gdy #N nie dzieli sie ani przez 3, ani przez 5. Poniewaz #N dzieli 60, zatem
#N € {2,4}. Gdyby #N =2, to N = {1, (ab)(cd)}, ale

(abc)(ab)(ed)(cba) = (ad)bc) € N,
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sprzecznosc.

Jesli #N =4, to N jest 2-podgrupa Sylowa grupy As. Poniewaz wobec Twierdzenia 2.28 (ii) wszystkie
inne 2-podgrupy Sylowa sa z nia, sprzezone, to z normalnosci N wynika, ze jest to jedyna 2-podgrupa Sylowa
grupy A,. To nie jest mozliwe, bo musiataby ona zawiera¢ wszystkie elementy rzedu 2, a jest ich 15 > 4. [J

Wydaje sie, ze znamy wszystkie skoriczone grupy proste. Dowdd tego faktu, zawarty w kilkuset pracach
napisanych w ciagu 120 lat jest obecnie sprawdzany.

Znamy 17 serii nieskoniczonych (np. A, (n >5), PSL,(F,) (n > 3, ¢ # 2,3),...,) oraz 26 grup prostych,
nie nalezacych do zadnej z serii. Sa to tzw. sporadyczne grupy proste. Najwieksze z nich to grupy nazwane
Monster i Baby-Monster, znalezione dopiero w 1980 r. Sa to grupy bardzo duze, np. Monster ma

246320597611213%.17.19.23-29-31-41-47-59 - 71

elementéw. Grupa ta jest grupa obrotéw w przestrzeni euklidesowej wymiaru 196 883.
Najwczesniej znaleziona grupa sporadyczna, to grupa Mathieu M7, odkryta w 1860 roku. Jest to
podgrupa grupy S11, generowana przez permutacje

(1,2,...,11), (5,6,4,10)(11,8,3,7)

2.6. Struktura skonczonych grup abelowych

Twierdzenie 2.29. Jesli A jest skoriczonag grupa abelowa, to jest ona badZ p-grupg, badZ teZ sumg
prosta swoich Sylowskich p-podgrup.

Dowdéd: Oznaczmy przez p(G) najwieksza liczbe pierwsza, dzielaca rzad grupy G. Zastosujemy indukcje
wzgledem p(A). Jesli p(A) = 2, to A jest 2-grupa i teza jest oczywista. Zaldézmy, ze teza jest stuszna dla
grup G z p(G) < p i niech p(A) =p i #A = p™Q, przy czym p nie dzieli Q.

Jesli Q@ = 1, to A jest p-grupa, i nie ma czego dowodzi¢. Zatézmy przeto, ze Q > 1. Niech A, bedzie
p-podgrupa, Sylowa grupy A. Poniewaz A jest abelowa, grupa A, jest jedyna p-podgrupa Sylowa, a zatem
zawiera wszystkie elementy A, ktérych rzad jest potega p. Wynika to z uwagi, ze w grupie abelowej rzad
iloczynu dzieli iloczyn rzedéw czynnikéw i z Twierdzenia 2.28 (i).

Zauwazmy teraz, ze

A,={acA: pfola)}

jest podgrupa A. Ponadto dla kazdej liczby pierwszej ¢ # p, dzielacej #A grupa A, zawiera g-podgrupe
Sylowa grupy A, jako swoja, g-podgrupe Sylowa. Z zalozenia indukcyjnego wynika, iz A;) jest suma, prosta,
g-podgrup Sylowa grupy A, a zatem #A) = Q. Poniewaz A, N A}, = {e}, zatem A zawiera sume prosta
A, ® A’p. Suma ta ma p"'Q = #A elementéw, a wiec pokrywa sie z A. O

Twierdzenie 2.30. Kazda niecykliczna skoriczona grupa abelowa jest sumg prostq grup cyklicznych.

Dowéd: (McCluer) Z poprzedniego twierdzenia wynika, ze wystarczy udowodnié¢ twierdzenie dla skon-
czonych p-grup abelowych. Jest tez oczywiste, ze wystarczy udowodni¢ nastepujace stwierdzenie, gdyz z niego
wynika, iz jedynymi skoriczonymi p-grupami abelowymi, nierozkladalnymi na nietrywialne sumy proste sa
grupy cykliczne.

Jesli A jest skoriczong niecykliczng p-grupa abelowq, a H jest jej najwickszq podgrupq cykliczna, to
istnieje grupa H' < A taka, 2e A~ H & H'.

Zalézmy, ze stwierdzenie to jest stuszne dla wszystkich p-grup abelowych, majacych mniej niz p™ ele-
mentéw i niech A bedzie niecykliczna grupa o p™ elementach, z dzialaniem zapisanym addytywnie. Oznaczmy
przez H najwieksza podgrupa cykliczna A i niech #H = p” (r < m).

Pokazemy najpierw, ze istnieje element a € A\ H, majacy rzad p. Poniewaz grupa A/H jest
nietrywialng p-grupa, zatem z Wniosku 1 z Twierdzenia 2.27 wynika istnienie warstwy z + H € A/H,
majacej rzad p. Wéwezas xP lezy w H. Jedli g jest generatorem H, to istnieje 1 < j < p”, takie, ze aP = ¢7.
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Pokazemy, ze p dzieli j. W istocie, gdyby p nie dzieliloby j, to istnialaby liczba k taka, ze kj = 1
(mod p") (to wynika z uwagi, ze jesli NW D(A, N) = 1, to kongruencja Ax = B (mod N) ma rozwiazanie),
a jesli p™ jest rzedem x, to

m 1 1

e =P = (xp)p’"‘ _ gjp’”_ ,

a zatem p" = o(g)|ip™ !, co wobec p 1 j daje p"[p™ 1, tj. m < r < m—1 < m, co niemozliwe. Zatem p dzieli

j i mozemy napisaé¢ j = pt z pewnym calkowitym t. Jesli teraz h = g? ~P, to h € H, zatem a = zh € A \ H,
a przy tym
aP = zPh? = Pt - ng—pt _ go —e,

a wiec o(a) = p.

Jedli teraz B jest grupa cykliczna, generowana przez a, to BN H = {0}. To pokazuje, ze obraz
Hy grupy H przez kanoniczny homomorfizm ¢ : A — A/B jest izomorficzny z H. Zauwazmy, ze Hy jest
najwieksza podgrupa cykliczna grup A/B. Wynika to z uwagi, ze obraz elementu x grupy przez homomorfizm
nie moze mieé¢ rzedu wiekszego od rzedu z. Z zalozenia indukcyjnego wynika istnienie grupy C' < A/B,
spemiajacej A/B ~ Ho®C, gdyz Hy jest maksymalna podgrupa cykliczna grupy A/B. Jedli teraz przyjmiemy
H' = ¢~YC), to otrzymamy A ~ H @ H'. W istocie, jesli h lezy w H N H', to

¢(h) € p(H) N$(H') = Ho N C = {0},

a ponadto dla dowolnego g € A mozemy napisaé¢ ¢(g) = ho + ¢z hg € Hp i ¢ € C. Jedli teraz ¢(h) = hg
zheHoraz ¢(h')=czh' € H, to (g —h —h') =0, wiecb =g — h —h' lezy w B, ale B < H' (gdyz
¢(B) ={0} Cc C) i wobec g =h+ (b+ R') otrzymujemy g € H + H'. O

Whniosek. Jesli A jest grupa abelowqg w ktorej dla kazdej liczby pierwszej dzielgcej #A istnieje conaj-
wyzej p elementow a € A spelniajacych o = e, to A jest grupq cykliczna.

Dowéd: Niech A bedzie taka grupa, i zalézmy, ze nie jest to grupa cykliczna. Jesli dla kazdej liczby pier-
wszej dzielacej #A jej p-Sylowska podgrupa A, jest cykliczna, to z uwagi na A ~ @ A, wynika cyklicznosé
A. Zatem istnieje p takie, ze A, nie jest cykliczna. Na podstawie Twierdzenia 2.30 otrzymujemy

m

4, ~EPB;

Jj=1

przy czym m > 2, grupy Bi,..., B, sa cykliczne, a ich rzedy sa potegami liczby p. Kazda z tych grup
zawiera grupe cykliczna p-elementowa, powiedzmy C; < B;, a kazdy element x € C; spelnia warunek z? = e.
Zatem A, zawiera p"" > p elementéw z, spelniajacych =P = e, wbrew zalozeniu. O
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ITI. Pierscienie i ciala

3.1. Podstawowe pojecia

1. Przypomnijmy, ze pierscien nazywa sie pierscieniem przemiennym, jesli jego mnozenie jest dzialaniem
przemiennym. Jesli w pierScieniu istnieje element neutralny dla mnozenia, to méwimy, ze jest to pierscien z
jednoscig. W pierécieniach przemiennych wprowadza sie w naturalny sposéb pojecie podzielnosci: méwimy,
ze element a € R dzieli b € R, jesli przy pewnym ¢ € R mamy ac = b. Piszemy woéwczas alb, a jesli a nie
dzieli b, to piszemy a1 b. Nietrudno sprawdzié, ze jesli a|b i a|c, to a|b+ ¢, a jedli a|b i bc, to ale.

Moze sie zdarzy¢, ze iloczyn dwoch niezerowych elementéow pierscienia jest zerem. Tak jest np. w
pierscieniu macierzy 2 X 2 o wspolczynnikach catkowitych, gdzie mamy

0 1 1 1y _ (0 0
(0 1) G a)-(00)

Sytuacja taka zdarza sie takze w pierécieniach przemiennych. Jesli np. R jest pierscieniem zlozonym z
wszystkich funkcji o wartosciach rzeczywistych, okreslonych na odcinku I, a funkcje f, g sa funkcjami charak-
terystycznymi dwdéch niepustych roztacznych podzbioréw I, to fg =0, mimo iz f 01 g # 0.

Moéwimy, ze niezerowy element a pierécienia R jest dzielnikiem zera, gdy w R istnieje b # 0, takie, ze
ab = 0. Pierscien R nazywa sie pierscieniem bez dzielnikow zera, jesli z ab = 0 wynika a = 0 lub b = 0.
Przyktadami takich pierécieni sa ciata, bo jesli w ciele iloczyn ab jest réwny 0, ale a # 0, to otrzymujemy
b= a"'ab = 0. Innym przykladem moze by¢ pierécier Z, lub tez, ogélniej, dowolny pierscien zawarty w ciele
liczb zespolonych.

Moéwimy, ze pierscien S jest podpierscieniem pierscienia R, jesli R C S i R spelia warunki pierscienia
z tymi samymi co w R dzialaniami.

Lemat 3.1. Na to by podzbior S pierscienia R byt jego podpierscieniem potrzeba i wystarcza, by byly
spetnione nastepujace warunksi:

(i) Jeslia,be S, toa—be S,

(i) Jesli a,b € S, to ab € S.

Dowdd: Jesli S jest podpierscieniem, to spelienie tych warunkéw wynika z definicji pierscienia. Jesli
za$ S C R spelnia te warunki, to z (i) wynika, ze S jest grupa abelowa, ze wzgledu na dodawanie. Warunek (ii)

gwarantuje wykonalno$¢ mnozenia, a taczno$¢ mnozenia i rozdzielczos¢ wynikajg ze spetnienia tych warunkéw

w R. O

Uwaga: Podpierscien pierscienia z jednoscia moze nie mie¢ jednosci, o czym swiadczy przyklad piers-
cienia zlozonego z wszystkich liczb parzystych, ktéry jest podpierscieniem Z.

2. Jedli R, S sa pierscieniami, to homomorfizmem R w S nazywamy kazde odwzorowanie f : R — S,
spelniajace dla wszystkich z,y € R warunki

flet+y) = f@)+fy), flay) = f0)fy).

Podobnie jak w przypadku homomorfizméw grup zbiér f(R) nazywamy obrazem f, a zbidr
{reR: f(zx)=0}

nazywamy jadrem f i oznaczamy przez Ker f. Tak samo jak w przypadku grup mozemy moéwi¢ o mono-,
epi-, izo-, endo- i automorfizmach.

Lemat 3.2. Jesli f : R — S jest homomorfizmem pierscieni, to Ker f jest podpierscieniem R,
spetniajgcym warunek

Jesliae Ker f ir € R, to ar € Ker f oraz ra € Ker f.
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Dowdéd: Jedli a,b € Ker f, to f(a—0b) = f(a) — f(b) =01 f(ab) = f(a)f(b) = 0, zatem z lematu 3.1
wynika, ze Ker f jest podpierscieniem R. Jesli r € R, to f(ar) = f(a)f(r) =0 oraz f(ra) = f(r)f(a) =0, a
wiec ar i ra leza w Ker f. O

Podpierscien I pierscienia R nazywa sie ideatem prawostronnym jeSliz r € Ria € I wynika ar € I,
a ideatem lewostronnym jesli z r € R i a € I wynika ra € I. Podpierscienn bedacy zaréwno idealem
prawostronnym jak i lewostronnym nazywa sie idealem pierécienia R. Tak wiec Lemat 3.2 stwierdza, ze jadro
homomorfizmu jest idealem. Mozna wiec powiedzieé, ze pojecie ideatu pierscienia jest pojeciem analogicznym
do pojecia dzielnika normalnego w grupie. Kazdy pierscieni jest swoim wlasnym idealem, a nadto zbiér {0}
jest idealem w kazdym pierscieniu. Te dwa idealy nazywamy ideatami trywialnymi. Ciata nie maja, innych
idealéw. W istocie, jesli I C R jest nietrywialnym idealem w ciele R, = jest niezerowym elementem I, a
y = ! jest elementem odwrotnym do z, to z definicji ideatu wynika 1 = xy € I, a wiec dla dowolnego
re€ Rmamy r=r-1¢€ R, tj. I = R jest idealem trywialnym.

Niech I bedzie idealem w R. Jego elementy tworza podgrupe I™ w grupie, zltozonej z elementéw R, z
dodawaniem jako dziataniem (tj. w grupie addytywnej Rt pierscienia R), ktéra jest dzielnikiem normalnm
w R, gdyz dodawanie w pierscieniu jest przemienne. Mozemy wiec rozpatrywaé¢ warstwy wzgledem I. Sa one
postaci a+ I. Oznaczmy przez R/I zbiér wszystkich takich warstw. W zbiorze tym wprowadzamy dziatania
dodawania i mnozenia wzorami

(a+D)+b+I)=(a+b)+1I, (a+1I)-(b+I)=ab+ 1. (3.1)

Twierdzenie 3.3. (i) Jesli I jest ideatern w pierscieniu R, to zbidr R/I warstw z dziataniami okreslony-
mi przez (3.1) jest pierscieniem, a odwzorowanie ¢ : R — R/I zadane przez ¢(a) = a+1 jest epimorfizmem.

(ii) Jesli pierscieri R jest przemienny, to pierscieni R/I réwniez jest przemienny.
(iii) Jesli pierscieri R posiada jedno$é 1, to 1+ I jest jednoscia w R/I.

Dowdéd: (i) Poniewaz ze wzgledu na dodawanie zbiér R/I jest grupa na mocy Twierdzenia 2.14, nalezy
zajaé sie mnozeniem. Wrykazemy najpierw, ze mnozenie warstw, zdefiniowane wzorem (3.1) jest dobrze
okreslone, tj. jego wynik nie zalezy od wyboru elementu wyznaczajacego warstwe. Jesli a; +1 = by + 1
iag+1 = by + I, to z Twierdzenia 2.10 (iv) wynika, ze dla ¢ = 1,2 mamy ¢; = a; — b; € I, a wiec
a; = b; + ¢; 1 otrzymujemy ajas = b1bs + bica + bacy + cico. Poniewaz bico,bacy 1 cico leza w I widzimy,
ze bicg + bacy + c1co € I, a wiec ajas + I = bibe + I. Lacznosé mnozenia i rozdzielno$é w R/I wynikaja z
odpowiednich wlasnosci pierécienia R. Zatem R/ jest pierdcieniem, a stwierdzenie, ze ¢ jest homomorfizmem
wynika natychmiast z (3.1). Jego surjektywnosé jest oczywista.

(ii) i (iii) sa konsekwencjami (3.1). O

Twierdzenie 3.4. Niech f: R — S bedzie epimorfizmem pierscieni © niech J bedzie jego jgdrem.
Oznaczmy przez ¢ : R — R/J homomorfizm opisany w Twierdzeniu 3.3. Wowczas pierscienie R/J i S sa
izomorficzne i istnieje doktadnie jeden izomorfizm ¢ : R/J — S, taki, ze dla a € R mamy f(a) = ¥(¢(a)),
t.

f=vos. (3.2)

Dowéd: Z dowodu Twierdzenia 2.15 zastosowanego do grup addytywnych pierscieni R i S wynika, ze
odwzorowanie R/J — S zadane wzorem 9 (a + J) = f(a) jest izomorfizmem grup addytywnych R/J i S.
Pozostaje sprawdzi¢, ze 1 zachowuje mnozenie, a to wynika z réwnosci

B((a+ D) b+ ) = dlab+J) = f(ab) = f(a)f(B) = bla+ D(b+J). O

Przyklady. a) Niech N bedzie liczba naturalng i niech fy : Z — Zy (gdzie Zy jest pierscieniem reszt
z dzielenia przez N) bedzie odwzorowaniem przeprowadzajacym liczby catkowite na ich reszty z dzielenia
przez N. Jest to epimorfizm, ktérego jadrem jest zbiér NZ liczb podzielnych przez N. Z Lematu 3.2 wynika,
ze NZ jest idealem, a twierdzenie 3.4 daje izomorfizm

Z/NZ ~ Zy.
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b) Niech R bedzie pierscieniem zlozonym z wszystkich funkcji ciagtych na pewnym przedziale I o
warto$ciach w R. Dla z € I niech f, : R — R bedzie odwzorowaniem zadanym przez f — f(z).
Jest to epimorfizm o jadrze I, = {f € R: f(x) =0} i 2 Twierdzenia 3.4 wynika izomorfizm

R/I, ~R.

3. Ideatl I pierscienia R nazywa sie ideatemn maksymalnym, jesli nie jest zawarty w zadnym nietrywialnym
ideale réznym od I.

Twierdzenie 3.5. Jesli R jest pierScieniem przemiennym z jednoscia, to jego ideat I jest maksymalny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy pierscien ilorazowy R/I jest ciatem.

Dowdéd: Niech I bedzie idealem maksymalnym i niech a 4 I bedzie niezerowym elementem pierscienia
ilorazowego R/I. Wéwezas a € I iz maksymalnosci I wynika, ze najmniejszy ideat zawierajacy I oraz a jest
réwny R.

Lemat 3.6. Jesli R jest pierscieniem przemiennym, a € R i I jest ideatem w R, to najmniejszym
ideatem zawierajacym a i I jest
J={ra+b: re Rbel}.

Dowdéd: Z definicji idealu wynika, ze kazdy ideal zawierajacy a i I musi zawiera¢ wszystkie elementy
postaci ra + b przy r € Rib € I, pozostaje wiec pokazaé, ze J jest idealem. Jesli r;a +b; € J (r; € R,b; €
I,i=1,2), to

(rla + bl) — (7‘20, + bQ) = (7’1 — TQ)CL + (b1 — bz) € J,

ajeliz=ra+beJ (reRbel)ise€R,tosx=(sr)a+ sb, aponiewaz sb € I, zatem sz € J. O

Korzystajac z tego lematu otrzymujemy istnienie elementéw r € R, b € I, speliajacych
ra+b=1,

a to prowadzi do (r + I)(a+ I) = 1+ 1, a zatem a + I ma element odwrotny w R/I, co pokazuje, ze R/I
jest cialem.

Teraz zalézmy, ze R/I jest cialem, ale ideal I nie jest idealem maksymalnym. Zatem istnieje ideal J,
rézny od I i R, spelniajacy I C J C R. Wybierzmy dowolny element « € J\ I. Poniewaz © & I, zatem x+ I
jest niezerowym elementem R/I, a wiec ma element odwrotny y + I, a to daje

1+I=@+Dy+I)=zy+1.
Zatem z =xy—1€ I C J, aponiewaz z x € J wynika xy € J, wiec 1 = xy — z € J, co jest mozliwe jedynie
w wypadku J = R, a ten przypadek zostal wykluczony. O

Whiosek. Jesli p jest liczbg pierwsza, to zbior pZ wszystkich wielokrotnosci p jest ideatem maksymalnym
w pierscieniu Z.

Dowéd: Wynika z Twierdzenia 3.5, przyktadu a) po Twierdzeniu 3.4 i tego, ze zbidr reszt z dzielenia
przez p jest ciatem. O

Innym przykladami ideatéw maksymalnych sa, ideaty I, z przyktadu b) po Twierdzeniu 3.4.

Ideal I w pierscieniu przemiennym R nazywa sie ideatem pierwszym jesli z ab € I wynika, ze conajmniej
jeden z czynnikéw a, b lezy w 1.

Twierdzenie 3.7. Jesli R jest pierscieniem przemiennym, to ideat I C R jest ideatem pierwszym wtedy
i tylko wtedy, gdy pierscieni R/I nie ma dzielnikéw zera.

Dowdéd: Jesli I jest idealem pierwszym, a (a + I)(b+ 1) = 0, to ab+ I = 0, zatem ab € I, a wiec a
lub b lezy w I, co powoduje, ze jedna z warstw a4+ I, b+ I jest warstwg zerowa. Naodwr6t, jesli R/I nie ma
dzielnikéw zera i ab € I, to

O+I=ab+I=(a+1)(b+1),
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a zatem jedna z warstw a + I,b+ I jest zerowa, tj. a € I lub b € I. O

Ideal I w pierécieniu przemiennym z jednoscia R nazywa si¢ ideatem gtownym, jesli istnieje element
a € R taki, ze I = {ra: r € R} = rR, tj. I jest najmniejszym idealem zawierajacym element 7.

Whniosek. W pierscieniu przemiennym kazdy ideat maksymalny jest ideatem pierwszym.
Dowéd: Wynika z twierdzen 3.5 1 3.7. O

Fakt 3.8. W pierscieniu Z kazdy ideat jest ideatem gltownym, generowanym przez liczbe naturalna, a
kazda liczba pierwsza generuje ideat maksymalny.

Dowdéd: Niech I bedzie idealem w Z. Jesli I = {0}, to jest to ideal gléwny generowany przez 0. Jesli
za$ I jest idealem niezerowym, to niech n bedzie najmniejsza liczba, naturalna, zawarta w 1. Pokazemy, ze
I =nZ. Jesli m € I, to na podstawie Lematu 1.7 mozemy napisa¢ m = qn + 7, gdzie ¢ € Zi0 < r < n.
Poniewaz qn € I i m € I, zatem r € I, co jest mozliwe jedynie gdy r = 0, tj. m dzieli sie przez n. Zatem
m € nZ, a wiec I C nZ. Poniewaz inkluzja nZ C I jest oczywista, to daje nZ = I.

Jesli p jest liczbg pierwsza, a ideal I = pZ nie jest maksymalny, to istnieje ideal J, rozny od I i Z,
spelniajacy I C J C Z. Ideal J jest idealem gléwnym, zatem I = aZ, gdzie a jest liczba naturalna. Poniewaz
p € J, zatem a dzieli p, co jest mozliwe jedynie gdy a = 1 lub a = p, ale te przypadki sa wykluczone. O

4. Do przykladéw pierscieni, ktore poznaliSmy, dodamy teraz pewna bardzo wazna klase. Wielomia-
ny, traktowane jako funkcje postaci a, X™ + --- + ag z liczbowymi wspélczynnikami pojawiaja sie juz w
szkole. Nietrudno sprawdzié, ze zbiory Z[X], R[X], Q[X], C[X] wszystkich wielomianéw o wspdlczynnikach
odpowiednio catkowitych, wymiernych, rzeczywistych i zespolonych sa pierécieniami ze zwyktymi dziataniami
dodawania i mnozenia. Niestety, podobna definicja wielomianu zawodzi np. w przypadku, gdy chcemy
rozpatrywaé wielomiany o wspélczynnikach z ciala 2-elementowego. W istocie, chcieliby$my aby, tak jak w
przypadku liczbowym, wielomiany f(X) = X i g(X) = X2° byly réznymi wielomianami, ale wyrazenia te
traktowane jako funkcje nad GF(2) = {0,1} sa réwne, gdyz f(0) =¢(0) =01 f(1) =g(1) = 1.

Aby wprowadzi¢ pojecie wielomianu o wspolczynnikach z dowolnego piericienia przemiennego musimy
zatem uczynié¢ to bez uzycia pojecia funkcji.

Niech R bedzie dowolnym pierécieniem przemiennym z jednoscia 1. Wielomianem o wspélczynnikach z
R nazywaé bedziemy kazdy nieskoniczony ciag (ao, a1, as,...) elementéw z R, w ktérych jedynie skoniczenie
wiele wyrazéw jest réznych od zera. Zbidr wszystkich takich ciagéw oznaczamy przez R[X]. W zbiorze tym
zdefiniujemy dziatania dodawania i mnozenia nastepujaco:

Jesli « = (ag,a1,...) € R[X], 8 = (bo,b1,...) € R[X], to kladziemy
a+ﬂ:(60,61,...), Oz'ﬁz(do,dl,...), (33)

przy czym dla 3 = 0,1,... mamy

J
cj =aj; + bj, dj = Z(zkbj_k = Z arb;.
k=0 btl=j

Twierdzenie 3.9. 7 tak zdefiniowanymi dziataniami zbior R[X] jest przemiennym pierscieniem z
jednosdciq 1 = (eq, €1, . ..), gdzie
o=l edyi=0,
7710 gdyj>0
i zerem 0 = (0,0,...,0,...).

Dowdéd: Wykonalnos$é dzialan, laczno$é dodawania oraz przemienno$¢ mnozenia i dodawania wynikaja
natychmiast z definicji, podobnie jak i to, ze 0 jest elementem neutralnym dla dodawania, a element
(—ag,—ay,...) jest elementem przeciwnym do (ag, a1, ...). Tak wiec R[X] jest grupa, przemienna wzgledem
dodawania. By sprawdzié¢ lacznosé mnozenia napiszmy o = (ag, a1,...) € R[X], 8 = (b, b1,...) € R[X],y =
(co,c1,-..) € R[X]. Prosty rachunek pokazuje, ze oba elementy (af3)~y, a(87) sa réwne (do, ds,. . .), gdzie

d; = Z arbicpm,

k+l4+m=j
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a to dowodzi tacznosci. Podobnie rozdzielczo$é wynika z réwnosci
E (ar +br)er = E aigc + E brci,
ajeslil-a=(ry,rq,...), to otrzymujemy
r; = Z €pa; = aj,
k+l=j
a wiec 1 jest elementem neutralnym dla mnozenia. O

Jedli ciag A = (ag,a1,...) € R[X] nie sklada sie z samych zer, to istnieje najwiekszy indeks n, dla
ktérego a,, # 0. Indeks ten oznaczamy deg A i nazywamy stopniem wielomianu A.

Dla uproszczenia zapisu oznaczmy przez X ciag (0,1,0,0,...), a dla dowolnego r € R oznaczmy przez
7 ciag (r,0,0,...). Uzytecznosé¢ tych oznaczen wyjasnia sie w ponizszym wniosku:

Whiosek. Niech R bedzie przemiennym pierscieniem z jednoscia, a R[X] pierscieniem z twierdzenia
3.2. Wowczas

(i) Dlam=1,2,... mamy X™ = (cp, c1,...), gdzie

_J1 gdyj=m,
CJ_{O gdy j # m. 34

(it) Jesli o = (ag,a1,...) € R[X] i dla j > n zachodzi réwnosé a; =0, to
o = Zdej.
7=0

(ii3) Zbior {(ao,0,0,0,...) € R[X]} jest pierscieniem izomorficznym z R.

Dowdéd: (i) Stosujemy indukcje. Dla m = 1 réwnosé nasza wynika z definicji X, a jesli réwnosé
ta zachodzi dla pewnego m, to stosujac (3.4) i definicje X widzimy, ze jesli X = (cg,c1,...) 1 XM =
(do,dy,...), to z uwagi na X™+ = X - X™ otrzymamy d; = Zk+l:j cxd;, ale ci, jest niezerowe jedynie dla
k =1, za$ d; # 0 zachodzi tylko dla [ = m, a zatem d; znika dla j # 14+ m, a diym, = 1.

(ii) Tu wystarczy zauwazy¢, ze mozemy napisaé
(ag,ai,...,an,0,0,...) = (ap,0,0,...)+ (0,a1,0,...) +---+(0,0,...,0,a,,0,...),

oraz

(0,0,...,a;,0,0,...) = (a;,0,0,...) - X7.
(iii) Odwzorowanie r — (r,0,0,0,...) daje zadany izomorfizm. O
Izomorfizm w trzeciej czesci wniosku pozwala utozsamiaé wielomiany postaci (r,0,0,...) z elementami

r € R. Pozwala to na traktowanie wielomianéw o wspélczynnikach z pierscienia R jak formalne wyrazenia
postaci Z;L:O a; X7 z dzialaniami takimi jak w przypadku wielomianéw o wspélczynnikach liczbowych. Jesli

f=3_a; X7 € R[X]iay, #0, to stopieri f jest réwny n.

7 kazdym wielomianem

W => a;X’ € R[X]
j=0

jest zwiazana funkcja fyr : R — R, zadana wzorem
n
fw(r) = Zajrj.
j=0
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Funkcja taka nazywa sie funkcjq wielomianowq. WidzieliSmy wyzej, ze w pewnych przypadkach réznym
wielomianom moze odpowiadaé ta sama funkcja wielomianowa.

Pierscienie R[X7,..., X ] wielomianéw N zmiennych o wspélczynnika z pierscienia R definiujemy w
spos6b indukeyjny. W przypadku N = 1 takim pierscieniem jest R[X], a jesli mamy juz zdefiniowany
pierscien S = R[X;...,Xy] wielomianéw N zmiennych, to R[X1,..., Xn1] definiujemy jako pierscien

wielomianéw 1 zmiennej o wspétczynnikach z S.
3.2. Pierscienie calkowite.

1. Pierscienn R nazywa sie pierscieniem catkowitym, gdy jest przemienny, ma jedno$¢ i nie ma dzielnikéw
zera. Kazdy pierscien liczbowy, zawierajacy liczbe 1 jest pierscieniem catkowitym. Nastepujace twierdzenie
pozwala na konstruowanie wielu piersécieni calkowitych:

Twierdzenie 3.10. Jesli R jest pierscieniem catkowitym, to R[X]| jest réwniez pierscieniem catkowi-

tym.
Dowdéd: Teza twierdzenia jest natychmiastowa konsekwencja, ponizszego lematu:
Lemat 3.11. Jesli R jest pierscieniem catkowitym, a f,g € R[X] sq niezerowe, to
deg(fg) = deg(f) + deg(g).
Dowéd: Jedli f(X) = ap+ a1 X + -+ amX™, g(X) = bo+ 01X + -+ b, X", & @, b, # 0, to
F(X)g(X) = agbo + -+ - + @by, X™" przy czym z catkowitoéci R wynika a,,b, # 0. O

Pierscienie catkowite mozna tez opisa¢ jako te pierscienie z jednoscia, ktore sg zawarte w jakims$ ciele.
Wynika to z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 3.12. (i) Jesli R jest pierscieniem catkowitym, to istnieje ciato K, zawierajgce pierscien
R, a przy tym kazdy element tego ciala da sie przedstawic¢ jako iloraz 2 elementéow R.

(i) Kazde ciato zawierajgce pierscien R zawiera podcialo, izomorficzne z ciatem K, wystepujacym w (i).

Dowdéd: (i) Rozpatrzmy zbiér € zlozony z wszystkich par (a,b), gdzie a,b € R1ib # 0. W zbiorze tym
wprowadzamy relacje binarna, p wzorem

(a,b)p(c,d) < ad = be.

I krok: Relacja p jest relacja typu rownowaznosci.

W istocie, jest oczywiste, ze p jest relacja zwrotna i symetryczna, pozostaje zatem sprawdzi¢ jej prze-
chodnios$é. Niech wiec (a,b)p(c,d) i (c,d)p(e, f), przy czym b, d, f sa elementami niezerowymi. Zatem ad = bc
i ¢f = de i nalezy sprawdzié, ze af = de. Mamy

(ad)f = (be)f = b(cf) = b(de),

co wobec przemiennodci mnozenia prowadzi do (af)d = (be)d, tj. (af —be)d = 0. Poniewaz R nie ma
dzielnikéw zera, a przy tym d # 0, zatem af — be = 0, wiec af = be.

IT krok. Wprowadzimy dziatania mnozenia i dodawania w zbiorze klas réwnowaznosci K = Q/p.

Jedli o, B € K, to sume « + § i iloczyn « - 8 definiujemy nastepujaco: wybieramy (a,b) € a'i (¢,d) € 8
i definiujemy « + 8 jako klase zawierajaca element (ad + bc, bd), za$ « - (8 jest klasa zawierajaca, (ac,bd).
Nalezy sprawdzié, ze operacje te nie zaleza od wyboru elementéw w klasach « i 8. Niech wiec (a/,b') € a,
(d,d) e p, tj.

ab' =a'b, cd =cd. (3.5)

Trzeba sprawdzié, ze (ad + be,bd)p(a’d’ + b'¢’,b'd") oraz (ac,bd)p(a’c,b'd’), tj.
(ad +be)'d = (a'd + V' Hod, i ack/d = a''bd,
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a to wynika z (3.5) dzieki
(ad + be)b'd' = ab'dd’ + cd'bb’ = a’bdd’ + ¢'dbb’ = (a’d' + b'c')bd

oraz

ab'ed = a’bed = a'bcd.

IIT krok: Zbior K jest grupa przemienng wzgledem dodawania.

Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze dodawanie w K jest laczne i przemienne, a klasa 0, zawierajaca
(0,1) jest elementem neutralnym dla dodawania. Nietrudno tez zauwazyé, ze 0 = {(0,0) : b € R,b # 0}.
Jesli @ € K oraz (a,b) € «, to klasa (3, zawierajaca (—a,b) spelnia « + 3 = 0, poniewaz element v =
(ab+ (—a)b,b-b) = (0,b-b) spemia vp0.

IV krok: Zbior K \ {0} jest grupa wzgledem mnozenia.

Laczno$¢ i przemiennos¢ wynikaja natychmiast z definicji, za$ elementem neutralnym jest klasa 1,
zawierajaca pare (1,1). Jesli « jest niezerowym elementem K i (a,b) € a, to a # 01 b # 0. Jesli za-
tem [ jest klasa zawierajaca (b,a), to v = a - B zawiera (ab, ab) i z (ab,ab)p(1,1) otrzymujemy v = 1.

V krok: Dla «, 8,y € K zachodzi réwnosé (o + B)y = ay + 5.

Jedli (a1, a2) € a, (b1,b2) € B1i(c1,02) €7, to klasa (a+ 3)7 zawiera pare A = ((a1ba + a2by)c1, asbacs),
za$ klasa ary + B zawiera pare B = (ajc1baco + agbicica, asbacacs) 1 pozostaje zauwazyé, ze ApB.

Widzimy zatem, ze K jest cialem.

VI krok: Pierécieni R jest izomorficzny z pewnym piericieniem R’ zawartym w K.

Dla r € R znaczmy przez k, klase zawierajaca pare (r,1) i niech R’ bedzie zbiorem wszystkich klas tej
postaci. Zauwazmy, ze R’ jest podpierscieniem ciata K, gdyz z definicji dziatari wynikaja réwnosci

kr + ks = kT+S7 kr — ks = kr—sa k- ks = kys.

7 wzoréw tych wynika, ze odwzorowanie ® : R — R’ zdane przez r — k, jest homomorfizmem. Jego
surjektywno$¢ jest oczywista, a jesli elementy a # b leza w R, to klasy kg, ky s rézne. Zatem & jest
izomorfizmem. Mozemy zatem utozsamié pierscienie R i R'.

Do dowodu (i) pozostaje zauwazy¢, ze klasa k, zawierajaca pare (a,b) da sie zapisa¢ w postaci

k= ko -kt

(ii) Niech L bedzie cialem, zawierajacym pierscien R i niech M bedzie jego podzbiorem zlozonym z
wszystkich elementéw postaci ab~—!, gdzie a,b € R, b # 0. Poniewaz M jest zamkniete na cztery dzialania
(z wyjatkiem dzielenia przez zero), zatem jest cialem. Niech K bedzie cialem skonstruowanym w (i). Roz-
patrzmy odwzorowanie ¥ : M — K, okreslone nastepujaco:

Jesli € = ab™! (a,b € R,b # 0) jest elementem M, to ¥(¢) jest klasa, zawierajaca pare (a,b). Zauwazmy,
ze W(€) nie zalezy od sposoby przedstawienia & w postaci ilorazu elementéw R, bo jedli £ = ab™! = ed ™1,
to ad = be, a wiec (a,b)p(c,d). Odwzorowanie to jest wzajemnie jednoznaczne, a bezposredni rachunek
pokazuje, ze jest ono homomorfizmem. O

Cialo skonstruowane w tym twierdzeniu nazywamy cialem utamkow pierscienia R. Podana tu kon-
strukcja zastosowana do pierscienia Z prowadzi do ciala liczb wymiernych.

2. Najwazniejszym rodzajem pierscieni wielomiandw sa pierscienie wielomianéw o wspoélczynnikach z
ciala. Zanim je oméwimy, potrzebne nam beda proste fakty z teorii cial.

Cialo K nazywamy ciatem prostym, jesli nie zawiera zadnego ciala, roznego od K.

Twierdzenie 3.13. (i) Cialo liczb wymiernych i ciata GF(p) (p - liczba pierwsza) sq ciatami prostymi.

(i) Jesli K jest ciatem prostym, to jest jednym z ciat wymienionych w (i).

(iii) Kazde ciato K zawiera dokladnie jedno cialo proste.

Dowdéd: (i). Jesli K C Q jest cialem, to zawiera 1, a stad wynika Z C K i nastepnie Q C K, tj. K = Q.
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W przypadku ciala GF(p) wystarczy zauwazyé, ze grupa addytywna tego ciala jest p-elementowa, a
wiec nie zawiera nietrywialnych podgrup.

(ii) Niech K bedzie cialem prostym i niech 0,e beda jego elementami neutralnymi dla dodawania i
mnozenia. Jesli wszystkie elementy ciagu e, 2e, 3e, ... sa rozne, to zbidr

A ={0,+e, £2e,...}

jest pierécieniem izomorficznym z Z i z twierdzenia 3.12 (ii) wynika, ze K zawiera cialo liczb wymiernych, co
daje K = Q. Jesli nie wszystkie elementy ciagu e, 2e, 3e, . .. sa rézne, powiedzmy me = ne (przy 1 < m < n),
to dla r = n—m mamy re = 0, tj. nasz ciag redukuje sie do ciagu skoiniczonego e, 2e, ..., (r —1)e, 0. Mozemy
przyjaé, ze r jest najmniejsza, liczba dodatnia, dla ktorej re = 0. Wéwcezas r musi by¢ liczba, pierwsza, gdyz
w przeciwnym wypadku mieliby$Smy r = abz a > 11 b > 1, a zatem byloby 0 = re = (ab)e = (ae)(be), co
nie jest mozliwe, bo w ciele nie ma dzielnikéw zera. Pozostaje spostrzec ze zbiér L = {0,¢e,2e, ..., (r — 1)e}
jest cialem izomorficznym z GF(r), a izomorfizm L — GF(r) jest zadany przez ke — k mod r.

(iii) Takim cialem jest cze$é wspdlna wszystkich ciat zawartych w K. O

Jedli cialo K zawiera cialo GF(p), to méwimy, ze K ma charakterystyke p, a jesli K zawiera ciato liczb
wymiernych, to méwimy, ze ma charakterystyke 0.

Fakt 3.14. Jesli K jest ciatem charakterystyki p > 0, to dla a € K mamy pa = 0.
Dowéd: Bo

p razy p razy p razy

pao=a+a+---+a=ea+ea+---+ea=(e+e+---+e)a=0.

Twierdzenie 3.15. Jesli p jest liczbg pierwszq, K jest ciatem charakterystyki p, to dla a,b € K i
n=12,... mamy
(a+b)P =d¥ +0b7.

Dowdéd: W przypadku n = 1 wystarczy pokazaé, ze dla k = 1,2,...,p — 1 symbole Newtona (2’) dziela

sie przez p. Mamy
Py__ o
k kl(p — k)

a w utamku po prawej stronie licznik dzieli sie przez p, a mianownik nie, gdyz jest iloczynem liczb mniejszych
od p. Dla n > 1 stosujemy banalna, indukcje. O

3. Jedli K jest cialem skoriczonym, to jego charakterystyka musi by¢ dodatnia, a wiec musi ono zawierac
jedno z cial GF(p). Okazuje sie, ze ilo$¢ elementéw w takim ciele musi by¢ potega liczby p:

Twierdzenie 3.16. Jesli K jest cialem skoriczonym, to ilos¢ jego elementow jest réwna p™ przy pewnym
N > 1, przy czym p jest charakterystykaq K.

Dowdéd: Jesli char(K) = p, to GF(p) C K. Mozemy zatem traktowa¢ K jako przestrzen liniows nad
GF(p), gdyz w K jest okreslone dodawanie i mnozenie, a wiec w szczegdélnosci mnozenie przez skalary z
ciata GF(p). Jesli wymiar tej przestrzeni jest N, a wy,...,wn jest jej baza, to kazdy element K zapisze sie

jednoznacznie w postaci
N

D i,
j=1
gdzie c1,...,cy sa elementami GF(p). Wynika stad, ze K ma p" elementéw. O
Pézniej zobaczymy, ze do kazdej potegi g liczby pierwszej istnieje cialo majace ¢ elementow, a teraz
podamy jedynie konstrukcje ciata 4-elementowego, podpowiedziana, przez dowdd poprzedniego twierdzenia:
Rozpatrzmy 2-wymiarows przestrzen liniows V nad cialem GF(2) = {0,1}. Mozna ja zidentyfikowaé
ze zbiorem {0,1,X,1 + X} wielomianéw statych i liniowych o wspélezynnikach z cialta k& = GF(2). Do-
dawanie jest wyznaczone przez strukture przestrzeni liniowej, nalezy wigc odpowiednio zdefiniowa¢ mnozenie.

32



Algebra I B

Mnozenie przez 0 i przez 1 jest oczywiste, musimy wiec jedynie zdefiniowa¢ mnozenie przez pozostale ele-
menty. Uczynimy to w ponizszej tabelce:

X X=14X, 1+4X)-1+X)=X, X-(1+X)=1.

7 pewnym wysitkiem mozna rachunkowo sprawdzié¢, ze w ten sposéb nasza przestrzen otrzymuje strukture
ciata. Nieco madrzejszy sposéb polega na zauwazeniu, ze jesli I jest idealem gléwnym w k[X], generowanym
przez wielomian f(X) = X2+ X +1, to pierécient ilorazowy S = k[X]/I ma cztery elementy, ktére sa klasami
reszt z dzielenia przez f. Sa one reprezentowane przez wielomiany 0,1, X i 1 + X. By pokazaé, ze pierscien
S jest cialem, wystarczy zauwazyé, ze wielomian X - (1 + X) = X + X? daje reszte 1 z dzielenia przez f,
gdyz X? + X = 1+ f(X) (pamietajmy, ze w ciele o charakterystyce réwnej 2 zachodzi réwnosé —1 = 1).
Bez trudu widaé tez, ze dzialania wprowadzone w przestrzeni liniowej V' pokrywaja sie z dzialaniami w S.

4. Ideal I pierécienia R nazywa sie idealem skoriczenie generowalnym, jesli istnieje skornczony zbidr
A = {ay,as,...,am} C I taki, ze I jest najmniejszym idealem zawierajacym A. Bardzo wazna klase
pierscieni stanowia, pierécienie, w ktorych kazdy ideat jest skonczenie generowalny. Nosza one nazwe pierscient
Noetherowskich, od nazwiska Emmy Noether. W przypadku pierécieni z jednoscia mozna je scharakteryzowaé
w inny sposéb, ktéry okaze sie pdzniej przydatny:

Twierdzenie 3.17. Jesli R jest pierscieniem z jednoscia, to R jest pierscieniem noetherowskim wtedy
i tylko wtedy, gdy kazdy wstepujacy ciag idealow jest skoniczony, tj. nie istnieje nieskoriczony ciqg réznych
idealow
LcLC....

Dowdd: Niech R bedzie pierscieniem noetherowskim i zat6zmy, ze istnieje nieskonczony ciag wstepujacy
roznych ideatow Iy C Iy C .... Wéwcezas zbidr

I = Glj
j=1

jest ideatem. W istocie, jesli a,b € I, to przy pewnych m,n mamy a € I,,, b € I,. Mozemy przyjacé, ze
m < n, a wiec I, C I,. Wébwczas a,b € I,,, azatema—b € I, C I,ajedlir € R,tora €I, C I, co
pokazuje, ze I jest idealem. Nie jest on réwny R, gdyz zaden z idealéw I; nie zawiera 1. Poniewaz R jest
noetherowski, zatem istnieja elementy a1, aso,...,ar € I, generujace I ijesli a; € I,,, (i = 1,2,...,k), to
wszystkie elementy a; leza, w I, gdzie N jest najwieksza z liczb ny,no,...,ng. Zatem I C Iy C Iny1 C I,
a wiec Iy = In41, sprzecznosé.

Naodwrét, jesli R nie jest noetherowski, to istnieje ideat I C R, nie majacy skonczonego ukladu gene-

ratoréw. Niech a; bedzie dowolnym niezerowym elementem I, a jesli juz wybrane sa elementy a1, as, . .., an,
to niech I,, bedzie idealem przez nie generowanym. Z zalozenia wynika I,, C I i I,, # I, wiec mozemy wybraé
an+1 € I'\ I,. W ten spos6b otrzymamy wstepujacy ciag réznych idealéw Iy C Io C ... . O

Okazuje sie, ze jeSli R jest pierScieniem noetherowskim, to pierscien wielomianéw R[X] tez ma te
wlasnosc. Jest to trescia slawnego twierdzenia Hilberta:

Twierdzenie 3.18. (Twierdzenie Hilberta o bazie) Jesli R jest pierscieniem noetherowskim, to
pierscien wielomiandéw R[X] tez jest noetherowski.

Dowdéd: Niech I bedzie idealem w R[X], ktéry nie ma skoriczonego ukltadu generatoréw. Niech f;
bedzie niezerowym wielomianem najnizszego stopnia, zawartym w I. Jesli f1,..., f, sa juz wybrane, to niech
fn+1 € I bedzie wielomianem najnizszego stopnia, nie lezacym w ideale I,,, generowanym przez fi,..., fn.
Jesli f;(X) = a; XNi + -+ (a; # 0), to potézmy

k
Jr =Y a;R.
j=1
Wtedy Ny < No <---oraz J; CJy CJ3C....
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Gdyby Ji+1 = Ji, to apy1 = c1a1 + - - - + cpax z pewnymi elementami ¢; € R. Wielomian

k
9(X) = ZCan“rnjfj(X) = X4
=1

lezy w I, C I, ale deg(fx+1 — g) < ngp+1 = deg fry1, wiec fyxyo1 — g € I, co prowadzi do frr1 € I,
sprzeczno$c. O

Pierscien calkowity R nazywa sig¢ pierscieniem ideatow gtownych, jesli kazdy ideal w R jest idealem
gtéwnym. Méwimy wtedy, ze R jest pierscieniem PID (”principal ideal domain”). Jest to najprostsza klasa
pierscieni noetherowskich. W takim pierscieniu kazdy ideal jest generowany przez jeden element.

7 Faktu 3.8 wynika, ze Z jest pierécieniem PID. Natepny rezultat prowadzi do innych pierscieni tego
typu:

Twierdzenie 3.19. Niech R bedzie pierscieniem catkowitym. Jesli istnieje funkcja ® : R — N U {0},
spetniajaca nastepujgce warunki:

(i) ©(x) = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,
(i) Dla dowolnych a i b # 0 z R istnieja q,r € R takie, ze a = qb+r oraz ®(r) < ®(b),

to R jest pierscieniem ideatow gtownych.

Dowdd: Niech I bedzie niezerowym ideatem w R i niech x bedzie niezerowym elementem I o najmniej-
szej wartosci ®(z). Jesli y € I, to korzystajac z (ii) napiszmy y = qx + r, przy czym ¢,r € R, ®(r) < &(z).
Z wyboru x wynika ®(r) = 01z (i) otrzymujemy r = 0, a wiec y € xR. Zatem I C xR, a poniewaz xR C I
jest oczywiste, otrzymujemy I = zR, a wiec I jest ideatem gléwnym. U

Pierscienie calkowite, speiajace warunki (i) oraz (ii) tego twierdzenia nazywamy pierscieniami eukli-
desowymi. Najprostszym przykladem takiego pierscienia jest pierscien liczb catkowitych. W tym wypadku
mozemy przyjaé ®(z) = |z|. Speienie warunku (i) jest tu oczywiste, a warunek (ii) jest konsekwencja,
Lematu 1.7. Istnieja takze ciekawsze przyklady:

Przyklady: a) Piericieri Gaussa Z[i] = {x+iy : =,y € Z}. Pokazemy, ze funkcja ®(z+yi) = |z +iy|*> =
2?2 + 32 spelia warunki Twierdzenia 3.19. Niech a = x + iy, b = t + iu # 0 i niech w + is = a/b. Istnieja
liczby catkowite A, B speliajace |w — A| < 1/21|s — B| < 1/2. Jedli teraz ¢ = A +iB, to ¢ € Z[i], a przy
tym

1
- A - B)?< -
2o w22+ (-2 <y,
wiec jesli przyjmiemy r = a — gb, to r € Z[i] a przy tym
o) = rf? = b2 % —of < 2 < o = 00,
b 2
Warunek (i) jest w tym przypadku oczywisty. O

b) Pierdcien K|[X] wielomianéw o wspélczynnikach w ciele K. Tutaj przyjmiemy dla W € K[X]

_J0O gdy W =0,
(I)(W) - { 9deg W gdy w 75 0.
Spehienie warunku (ii) jest konsekwencja, nastepujacego lematu:

Lemat 3.20. Jesli f,g € K[X] i g # 0, to istniejg q,r € K[X] takie, ze f = qg+r, gdzie q,r € K[X],
a nadto degr < degg lub r = 0.

Dowdéd: Niech f(X) = ap X"+ -+ ag, g(X) = by X™ + - - - + by, przy czym an, by, # 0. Jesli m < n,
to mozemy przyjaé¢ ¢(X) =0, r(X) = f(X), mozemy wiec zatozy¢, ze m > n.
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Zastosujemy indukcje wzgledem n. Jedli n = m, to przyjmujemy ¢(X) = ay/by,. Wowczas teza bedzie
spelniona, jesli

H(X) = F(X0) = a(X)g(X) = (@nX™ + a1 X7 ) = ()b X + by 1 X7 ).

Zalézmy, ze n > m, a teza jest prawdziwa dla wszystkich wielomianéw stopnia mniejszego od n. Kladac

h(X) = Z—"X"—m

oraz

W(X) = f(X) = h(X)g(X) = (an X" + an_1 X"  +...) — (Z—"X”*m)(mem Fbpo XM L)

nbmf —
= (anl_alen 1) + ...

widzimy, ze do pary W, g mozemy zastosowaé przestanke indukcyjna, gdyz mamy degW < n lub W = 0.
Mozemy zatem napisa¢ W(X) = A(X)g(X) + B(X), przy czym A, B € K[X]idegB < degg lub B=0, a
to prowadzi do

fX) = MX)g(X) + W(X) = (h(X) + A(X))g(X) + B(X)
i przyjmujac ¢ = hg i r = B otrzymujemy teze. U
Jako wniosek otrzymamy teraz
Twierdzenie 3.21. Jesli K jest ciatem, to kazdy ideal w K[X] jest ideatem gldwnym.
Dowdéd: Wynika z poprzedniego przyktadu i Twierdzenia 3.19. O

5. Niech R bedzie pierscieniem catkowitym. Element u € R nazywa sie elementem odwracalnym, jesli
istnieje v € R, takie, ze wv = 1. Zbiér wszystkich elementéw odwracalnych pierscienia R oznaczamy przez
U(R). Nietrudno zauwazy¢, ze U(Z) = {—1,1}, a U(Z[i]) = {1, —1,4,—i}.

Twierdzenie 3.22. Zbidr U(R) jest grupg wzgledem mnozenia.

Dowdéd: Jesli u € U(R), to istnieje v € R takie, ze uv = 1, a wtedy v € U(R), tj. U(R) jest zamkniety
na elementy odwrotne. Jesli uj,us € U(R), to istnieja vy,vs € U(R), spemiajace wu; = 1 dlai =1,2, a
stad otrzymujemy (ujug)(vive) = 1, tak wiec U(R) jest zamkniety na mnozenie. O

Przyklad: Niech R = {z + yv/2: x,y € Z}. Nietrudno sprawdzi¢, ze R jest piericieniem catkowitym.
Réwnosé

(14+V2)(-1+v2) =1
pokazuje, ze liczba € = 1 + /2 jest odwracalna w R, tj. lezy w U(R). Zatem wszystkie potegi € tez leza w
U(R), a poniewaz € > 1 przeto liczby e, €2, ... sa wszystkie rézne. Mozna pokazaé, korzystajac z teorii liczb,
ze w tym przypadku grupa U(R) jest izomorficzna z suma, prosta, grupy cyklicznej nieskoriczonej i grupy Cs.

Niezerowy element m € R nazywa sie elementem nierozktadalnym, gdy nie jest odwracalny, a z réwnosci
m = ab z a,b € R wynika, ze jeden z czynnikéw a,b jest odwracalny. Wynika stad, ze jesli m jest
nierozkladalny, a ¢ dzieli 7, to ¢ € U(R), lub tez ¢ = err przy pewnym e € U(R).

Przyklad: W przypadku R = 7Z elementy nierozktadalne, to liczby pierwsze i liczby do nich przeciwne.

Moéwimy, ze pierscien catkowity R jest pierscieniem z jednoznacznoscig rozktadu, jesli spelnione sa
nastepujace warunki:

(i) Kazdy niezerowy i nieodwracalny element a € R da sie przedstawié w postaci
=TT Tp,
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gdzie r > 1, a elementy 71, ..., 7 sq nierozkladalne,
(ii) Jesli
a:7T17r2...7TT:P1P2...PS

sq dwoma rozktadami elementu a na elementy nierozktadalne, to r = s i mozna tak przenumerowaé elementy
Py, ..., P., by zachodzity rownosci
Pi:emi (i:1,2,...,7").

Elementy a,b € R rézniace sie czynnikiem odwracalnym (tj. a = €b z odwracalnym €) nazywaja, sie
stowarzyszone. Latwo zauwazy¢, ze jedli a i b sa, stowarzyszone, to a|b i b|a, a nadto dla ¢ € R warunki c|a i ¢|b
sa réwnowazne, podobnie jak i warunki a|c i blc. Nietrudno tez spostrzec, ze elementy a,b sa stowarzyszone
wtedy 1 tylko wtedy, gdy idealy gtéwne, generowane przez a i b sa réwne, tj. aR = bR.

Pierscienie z jednoznacznoscia rozkladu nazywane sa takze pierscieniami UF D, od angielskiej nazwy
?unique factorization domain’”.

Twierdzenie 3.23. (i) Jesli R jest noetherowskim pierscieniem catkowitym, to kazdy nieodwracalny
jego element a # 0 da sie przedstawié w postaci iloczynu elementéow nierozktadalnych.

(i) Jesli R jest pierscieniem caltkowitym, w ktdrym kazdy element niezerowy i nieodwracalny jest iloczy-
nem elementow nierozktadalnych, to na to by R byt pierscieniem z jednoznacznosciq rozktadu potrzeba 1
wystarcza, by dla kazdego elementu nierozktadalnego m zachodzita implikacja: jesli m dzieli iloczyn 2 ele-
mentow, to dzieli przynajmniej jeden z nich.

Dowdéd: (i) Najpierw pokazemy, ze kazdy niezerowy i nieodwracalny element R jest podzielny przez
conajmniej jeden element nierozkladalny. Niech a € R, a # 0, a € U(R) i zalézmy, ze a nie dzieli sie
przez zaden element nierozktadalny. W szczegdlnosci a nie jest nierozktadalny, zatem istnieja elementy
a1,bp € R\ U(R), takie, ze a = a1b i zaden z nich nie ma dzielnika nierozktadalnego. Kontynuujac to
postepowanie otrzymamy nieskonczony ciag niestowarzyszonych elementéw ag = a, a1, as,. .., spelniajacych
warunek a,y1la, dla n = 0,1,2,.... Niech I, = a,R bedzie idealem gléwnym, generowanym przez a,.
Mamy wowczas

hchclhcl,C...,

przy czym wszystkie inkluzje sa wilasciwe i zaden z idealéw I, nie jest réwny R, a wiec nie zawiera 1.
Twierdzenie 3.17 pokazuje, ze sytuacja taka nie jest mozliwa.

Teraz mozemy pokazaé, ze kazdy niezerowy element a € R\ U(R) jest iloczynem elementéw nierozkla-
dalnych. Przypus$émy, ze dla pewnego a nie jest to prawda. Niech 7y bedzie nierozkladalnym dzielnikiem a i
niech a; = a/m. Jedli a1 jest nierozkladalny, to a = ma; jest iloczynem elementéw nierozkladalnych, wbrew
zalozeniu. Powtarzajac to postepowanie otrzymamy nieskonczony ciag ag = a, a1, a9, ..., dy, - . . elementéw
R i ciag elementow nierozkladalnych 7, o, . .., speliajacych a,, = an41mp41 dlan =1,2,.... Wynika stad,
ze idealy I,, = a, R tworza, ciag wstepujacy, co przeczy Twierdzeniu 3.17.

(ii) Zalézmy, ze R jest UF'D i niech 7 bedzie elementem nierozkladalnym, dzielacym iloczyn ab. Zatem
istnieje ¢ € R takie, ze ab = cm i rozkladajac ¢ na czynniki nierozktadalne otrzymamy rozktad iloczynu ab,
w ktérym 7 jest jednym z czynnikow. Jesli m nie dzieli ani a ani b, to rozklady tych elementéw nie moga
zawiera¢ czynnika stowarzyszonego z 7, a to prowadzi do rozktadu ab, réznego od poprzedniego, sprzecznosé.

Zalézmy teraz stusznos¢ implikacji wymienionej w twierdzeniu. Zauwazmy, ze latwa, indukcja, otrzymu-
jemy, ze z m| [[;_, a; wynika, iz 7 dzieli conajmniej jeden z elementéw a;.

Gdyby R nie byl pierécieniem UF D, to istnialby element a € R, majacy dwa istotnie rézne rozklady na
elementy nierozkladalne, powiedzmy

A S
a= Hm :Hpi. (3.6)
i=1 i=1

Mozemy zalozy¢, ze r < s, a element a jest tak dobrany, by r bylo najmniejsze.

Poniewaz my dzieli py --- p,, zatem m dzieli pewien element p;, a zatem p; i 7 sa stowarzyszone, tj.
p; = em z pewnym € € U(R). Dzielac obie strony réwnosci (3.6) przez m; widzimy, ze a/m; ma dwa rézne
rozklady o dlugosciach s —1 > r — 1, co przeczy wyborowi a. O

36



Algebra I B

Whniosek 1: Jesli R jest noetherowskim pierscieniem catkowitym, to jest on pierscieniem z jedno-
znacznosciq rozkladu wtedy i tylko wtedy gdy implikacja w|ab < 7|a lub w|b zachodzi dla kazdego elementu
nierozktadalnego m € R Ol

Whniosek 2. Jesli R jest noetherowskim pierscieniem catkowitym, to jest on pierscieniem z jednoznacz-
nosciq rozktadu wtedy i tylko wtedy gdy ideaty gtowne generowane przez elementy nierozkladalne sq ideatami
PLETWSZYMS. |

Uwaga: W Twierdzeniu 3.23 warunku calkowitosci pierécienia nie mozna opusci¢, gdyz np. w pierécie-
niu reszt z dzielenia przez 15 niezerowymi elementami nieodwracalnymi sa reszty {3, 5,6, 9, 10,12}, ale zaden
z tych elementéw nie jest nierozkladalny.

Nastepujacy wynik jest uogdlnieniem Lematu 1.8:

Twierdzenie 3.24. Jesli R jest pierscieniem ideatow gtownych, a,b € R i nie istnieje nieodwracalny
element c € R, dzielqcy zarowno a jak i b, to istniejg elementy x,y € R, spelniajace

ax + by = 1.

Dowdéd: Niech I bedzie najmniejszym ideatem, zawierajacym oba elementy a,b. Z lematu 3.6 zas-
tosowanego do a i ideatu bR wynika, ze [ = {ax+by : z,y € R}. Poniewaz R jest pierscieniem PID, zatem
istnieje element ¢, dla ktérego mamy I = cR. Poniewaz a,b € I, przeto ¢ dzieli zaréwno a, jak i b. Poniewaz
z zalozenia wynika, Ze ¢ jest odwracalny, zatem z uwagi na 1 = ¢ - ¢! widzimy, ze 1 € cR = I, a zatem
1 = az + by przy odpowiednich z,y € R. O

Zastosujemy to twierdzenia do pokazania, ze kazdy pierscienn PID jest UFD:

Twierdzenie 3.25. Jesli R jest pierscieniem ideatow gtownych, to jest pierscieniem z jednoznacznoscig
rozktadu.

Dowdéd: Z Whniosku 1 z Twierdzenia 3.23 otrzymujemy, ze wystarczy pokazaé, iz z podzielnosci ab przez
element nierozkladalny 7 wynika podzielno$¢ przez m jednego z elementéw a,b. Niech zatem m € R bedzie
elementem nierozkladalnym i zalézmy, ze w|ab, ale w 1 a. Zastosujemy Twierdzenie 3.24 do elementéw 7 i
a. Mozemy to uczynié¢, gdyz nie ma elementu nierozkladalnego dzielacego 7 i a. Zatem istnieja, x,y € R
speliajace ax + 7y = 1, a wiec

abx + myb = b.

Poniewaz m|ab, zatem |b. dJ

Whniosek: Kazdy pierscient euklidesowy jest pierscieniem z jednoznacznym rozktadem. Dotyczy to w
szezegdlnosci pierscieni Z, Z[i) oraz K[X], gdzie K jest dowolnym ciatem. O

6. Zajmiemy sie teraz nieco blizej pierécieniami z jednoznacznoscia, rozktadu. Niech R bedzie takim
pierscieniem. Wygodnie jest wybraé jeden element z kazdej klasy stowarzyszonych elementow nierozkladal-
nych. Niech P bedzie zbiorem tak wybranych reprezentantéw. W przypadku R = Z klasy te maja postac
{—p, p}, gdzie p jest liczba, pierwsza i z kazdej takiej klasy wybieramy liczbe dodatnia, a wiec w tym wypadku
P jest zbiorem liczb pierwszych.

Kazdy niezerowy i nieodwracalny element a € R mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu elementow
nierozktadalnych zasadniczo na jeden sposéb. Jesli w takim przedstawieniu pojawia, sie czynniki stowarzy-
szone z elementami z P, to zapisujemy je w postaci iloczynu elementu z P i elementu odwracalnego. Tak
wiec zawsze mozemy napisac

k
a=¢ H Pj>
j=1

gdzie e € U(R), p; € P. Laczac razem powtarzajace si¢ czynniki mozemy przeksztalcié¢ ten rozklad do postaci

T
— Qg
a*EH”j '
j=1
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przy czym € € U(R), elementy 7; € P s wszystkie rézne, a a; > 1 sg liczbami catkowitymi. Wygodnie jest
dopuszczaé takze wykltadniki zerowe, co pozwoli na napisanie

a=-¢€ H ()

prz czym wykladniki «(p) > 0 sa calkowite, ale jedynie skoriczenie wiele z nich jest réznych od zera. I tak
np. zamiast pisa¢ 80 = 2% . 5 piszemy

48 =2%.3%.5.79...
Zapis ten mozemy stosowaé takze do elementéw a € U(R). W tym wypadku wszystkie wykladniki a(p) sa
réwne zeru. Wygoda tego dziwnego zapisu za chwile sie pojawi.

Jesli a, b € R sg niezerowe, to najwiekszym wspolnym dzielnikiem tych elementéw nazywamy taki element
¢, ktéry dzieli a i b, a na dodatek kazdy element d, dzielacy a i b jest dzielnikiem c. Taki element, o ile
istnieje, oznaczamy przez NW D(a,b).

Nagmniejszaq wspolng wielokrotnosciq a i b nazywamy taki element ¢, ktéry dzieli sie przez a i b, a na
dodatek kazdy element d, podzielny przez a i b jest podzielny przez c, tj. jest wielokrotnoscia c. Taki element,
o ile istnieje, oznaczamy przez NWW (a,b).

Twierdzenie 3.26. (i) Jesli R jest UFD, to kazda para elementdw a,b € R posiada NW D(a,b) i
NWW (a,b).
(ii) Jesli
a=c¢ H P h=n H pP®) (3.7)
peEP peEP
gdzie e,n € U(R), a(p) = 0,8(p) > 0, to

NWD(a,b) = [[p"®, NWW(a,b) =[],
peP peP

gdzie v(p) = min{a(p), B(p)}, 6(p) = max{a(p), B(p)}

(iii) Elementy NW D(a,b) i NWW (a,b) sa wyznaczone jedynie z dokladno$ciq do odwracalnego czyn-
nika.

(iv) Elementy ab i NW D(a,b) - NWW (a,b) sq stowarzyszone.
Dowéd: Rozpoczniemy od prostego lematu:

Lemat 3.27. Jesli R jest UFD oraz a,b € R sq postaci (3.7), to a dzieli b wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich p € P mamy a(p) < B(p).

Dowdéd: Jesli dla wszystkich p € P zachodzi nieréwnosé a(p) < B(p), to n(p) = a(p) — B(p) > 0, a wiec

=T »

pEP

! R) daje alb. O

U(

Jedli teraz A = [] ePp'V( , gdzie 'y(p) = min{a(p), B(p)}, to z lematu wynika Ala i Alb, a jedli B =
ul_[pepp)‘(”) (przy czym u € U(R) i A(p) > 0) dzieli a i b, to z lematu wynika A(p) < a(p) i A(p) < B(p).
To prowadzi do A(p) < v(p) i kolejne zastosowanie lematu daje B|A, tak wiec NW D(a,b). DowiedliSmy w
ten sposéb pierwszych czesci (i) 1 (ii).

By udowodnié czesci drugie potézmy 2 = Hpepp‘s(p), gdzie 6(p) = max{a(p), B(p)}. Z lematu wynika

a-(ne~te) = b, co z uwagi na ne-

podzielno$é A przez a i b, a jesli B = v Hpepp#(p) (przy czym v € U(R) i u(p) > 0) dzieli sie zaréwno przez
a, jak i b, to z lematu wynika u(p) > a(p) i u(p) > B(p), zatem p(p) > J(p) i lemat daje podzielnosé B przez
A. W ten sposéb udowodnilismy (i) i (ii), a dowdd (iii) wynika z uwagi, ze jesli a i a’ sa stowarzyszone, a
takze b i b sa, stowarzyszone, to warunki a|b i a’|b’ sa réwnowazne. Warunek (iv) jest konsekwencja réwnosci

2 +y = max{z, y} + min{z, y},
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stusznej dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y. O

7. Znajdowanie NWD(a,b) i NWW (a,b) jest proste, gdy znamy rozklady elementéw a,b na czynniki
nierozktadalne. I tak np. w pierscieniu Z dla liczb

a =45394981632, b= 1542206324736
bez trudu otrzymamy
NWD(a,b) = 1596672, NWW (a,b) = 43846468 018569 216,

jesli wiemy, ze
a=2%317.11-13, b=213474112.
W przypadku pierscieni euklidesowych istnieja, lepsze metody znajdowania NWW. Podamy takie dwie

metody w przypadku pierscienia liczb catkowitych. Pierwsza z nich zostala opisana w ” Elementach” Euk-
lidesa (ok. 2300 lat temu) i nosi nazwe algorytmu Euklidesa.

Twierdzenie 3.28. (Euklides) Niech a < b beda liczbami naturalnymi. Zdefiniujemy dwa ciagi
q1,qG2,--- 1 70,71,72,... liczb catkowitych nieujemnych ktadgc r_1 = a,r9 = b, a jesli juz mamy wyznaczone
liczby 1—1,70,91,715 -+, Qm,Tm, @ przy tym Ty > 0, t0 @1, Tm+1 wWyYzZnaczamy na podstawie Lematu 1.7 z
rownosci

Tm—1 = Gm+1"m + "'m+1 (O < Pmp1 < Tm)- (38)

Poniewaz ciag ro, 71,72, . . . jest malejacy, zatem dla pewnego indeksu n mamy r, =0, a wtedy NW D(a,b) =
Tn—1-

Dowdéd: Pokazemy przez indukeje, ze 7,1 dzielir; dlaj =n,n—1,...,1,0, —1. W istocie, r,_1]|0 =1,
irp_1|rn_1, ajesli r,_y dzieli rg4q i rg, to wobec (3.8) dzieli takze ri_1. Prosta indukcja pokazuje, ze r,—_1
jest wspdlnym dzielnikiem a i b, a wiec 0 < r,—1 < NW D(a,b).

Teraz pokazemy, ze NW D(a,b) dzieli kazdy wyraz ciagu r. W istocie NWD(a,b) dzieli r—y = a i
ro = b, a jesli dzieli ry_1 i 7k, to wobec (3.8) dzieli takze ri41. Zatem NW D(a,b) dzieli r,_1, co prowadzi
do NWD(a,b) < r,_1 i ostatecznie otrzymujemy NW D(a,b) = r,_1. O

Podany tu algorytm ta daje sie stosowaé z oczywistymi zmianami w dowolnych pierscieniach euklideso-
wych (stad sie bierze ich nazwa).

Wada, algorytmu Euklidesa jest konieczno$é¢ wielokrotnego wykonywania dzielenia z reszta, co dla duzych
liczb moze byé czasochtonne. Podamy teraz inny sposéb znajdowania najwiekszego wspdlnego dzielnika,
zaproponowany w 1962 r. przez R.Silvera i J.Terziana, nie majacy tej wady. Stosuje on jedynie odejmowanie
i dzielenie przez 2, a w wielu przypadkach jest szybszy od algorytmu Euklidesa. Algorytm ten nazywa sie
binarnym algorytmem znajdowania najwiekszego wspolnego dzielnika.

Pomyst jest bardzo prosty: jedli liczby a,b sa obie parzyste, to zastepujemy a przez a/2 i b przez b/2,
zapamietujac wspdélny czynnik 2; jezeli dokladnie jedna z tych liczb jest parzysta, to dzielimy ja przez 2,
nie zmieniajac drugiej. Jesli wreszcie obie sa nieparzyste i rézne, to odejmujemy mniejsza, od wiekszej, a
mniejsza, zostawiamy bez zmiany. Nastepnie powtarzamy te czynnosci. Czytelnik sprawdzi bez trudu, ze
przy tej procedurze iloczyn NW D(a,b) przez iloczyn zapamietanych dwéjek nie ulega zmianie, a poniewaz
mniejsza z liczb stale sie zmniejsza, wiec po pewnym czasie algorytm musi doprowadzi¢ do a = b lub
min{a, b} = 1, co oczywiscie wyznacza szukany najwiekszy wspdlny dzielnik.

Procedure te mozna nieco przyspieszy¢, jesli w przypadku nieparzystych a,b o duzej réznicy, zamiast
brania réznicy wykonamy dzielenie z reszta. Obliczajac tym sposobem, dla przykladu, najwiekszy wspolny
dzielnik liczb 23458 i 1235 otrzymujemy

23458 1235
11729 1235

i tu, zamiast odejmowania, wykonujemy dzielenie z reszta, co prowadzi do pary

1235 614
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i dalej mamy:

1235 307
928 307
464 307
232 307
116 307

58 307
29 307

29  17=307-10-29

a tu juz widzimy, ze NW D(a,b) = 1.

8. Pojecie najwiekszego wspdlnego dzielnika wykorzystamy do dowodu, ze wiasno$é jednoznacznego
rozkladu zachowuje sie przy przejéciu od pierécienia do pierscienia wielomian;ow.

Twierdzenie 3.29. Jesli R jest UFD, to R[X] tez.

Dowéd: Dla f € R[X] niech V(f) bedzie idealem gléwnym generowanym przez najwiekszy wspdlny
dzielnik wspétezynnikéw f (jest to tzw. pojemnodé wielomianu f). Jesli V(f) = R, to méwimy, ze f jest
wielomianem pierwotnym.

Lemat 3.30. (Lemat Gaussa): Jesli V(f) =V(g) =R, to V(fg) = R.

Dowdéd: Niech f(X) = ap X"+ +ag, g(X) =0 X+ +by i f(X)g(X) = cpamX"T™ 4+ + .
Zatézmy, ze V(fg) = vR, przy czym v ¢ U(R). Niech 7 bedzie dowolnym elementem nierozkladalnym,
dzielacym v. Wtedy m|agby, wiec 7|ag lub 7|by. Zalézmy, ze r, s sa najmniejszymi indeksami, spelmiajacymi

Tt ap, w1t bs.
Wobec
7|vlers = arbs + g a;b;
it+j=rs
[i.41#[r,s]
otrzymujemy sprzecznosc. O

Whiosek: Jesli V(f) =vR, V(g) =uR, to V(fg) = uvR.
Dowéd: Mamy f(X) = vF(X) i g(X) = uG(X), przy czym F,G sa pierwotne. Z lematu wynika, ze

FG jest wielomianem pierwotnym i pozostaje zauwazy¢, ze

f(X)g(X) = wo(F(X)G(X)). O

Lemat 3.31. Jesli W € R[X] jest nierozktadalny w R, to jest takze nierozkladalny w ciele utamkéw
pierscienia R.

Dowdéd: Niech W bedzie wielomianem nierozktadalnym w R. Wtedy oczywiscie V(W) = R. Prazy-
pusémy, ze W jest rozkltadalny w K, ciele utamkéw R, np. W(X) = f(X)g(X) z f,g € K[X], deg f,g > 1.
Mozemy napisaé

£ = 2P0, 9(X) = q—’lG(Xx

gdzie a,b,q1,q2 € R, a wielomiany F,G € R[X] sa pierwotne. Wéwczas
11q2W(X) = (aF (X)) (bG(X))

i z wniosku otrzymujemy
G1@2R =V (q1gW) = V(aF)V(bG) = abR,

co prowadzi do nietrywialnego rozkladu
W(X)=eF(X)G(X), (e€eU(R)
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gdyz deg FF=deg f > 11idegG = degg > 1. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi prawdziwosci lematu. O

Teraz mozemy udowodnié¢ nasze twierdzenie. Elementy nierozkladalne w R[X] to albo nierozkladalne
wielomiany stopnia > 1, albo tez nierozkladalne elementy R, traktowane jako wielomiany state. Rozpatrzymy
oba przypadki.

Najpierw niech 7(X) € R[X] bedzie wielomianem nierozkladalnym w R stopnia > 1 i niech 7(X) dzieli
floczyn f(X)g(X) (f,9 € R[X]). Z lematu 3.31 wynika nierozkladalno$¢ n(X) w ciele K, a zatem 7 dzieli
f lub g w K. Powiedzmy, ze 7|f w K, a wiec istnieje wielomian h € K[X] taki, ze f(X) = 7n(X)h(X).
Mozemy napisaé

hX) = CH(X),
F(X) = bF(X),

gdzie F, H € R[X] sa wielomianami pierwotnymi, a a,b,q € R. To prowadzi do
bgF(X) = aH(X)n(X),
ale (X)) jest pierwotny, a wiec bg = a i otrzymujemy F'(X) = H(X)n(X), a zatem
(X F(X)BF(X) = f(X).

Teraz niech m € R bedzie elementem nierozkladalnym w R i niech 7|f(X)g(X), gdzie f,g € R[X].
Oznacza to, ze m dzieli wszystkie wspétezynniki iloczynu fg, a zatem jesli V(fg) = aR, to wla. Jesli
V(f) = bR, V(g) = cR, to z uwagi na wniosek z Lematu 3.30 mamy V(fg) = V(f)V(g), a wiec a = €be,
gdzie € jest elementem odwracalnym. Z podzielnosci a przez m wynika, ze «|b lub 7|c, a wiec | f lub 7|g.O

Uwaga 1. Jedli R jest PID, to powtarzajac rozumowanie podane w przypadku R = Z w dowodzie Faktu
3.8 otrzymujemy, ze ideal generowany przez element nierozkladalny jest idealem maksymalnym. Nie jest to
prawda, w dowolnych pierscieniach catkowitych. Np. w pierdcieniu Z[X] wielomian X jest nierozkladalny, ale
ideat I = XZ[X] przezen generowany nie jest maksymalny, bo tatwo pokazaé, ze pierscieni ilorazowy Z[X]/I
jest izomorficzny z Z, a wiec nie jest ciatem.

Uwaga 2. Wszystkie poznane dotad przyktady pierscieni z jednoznacznym rozktadem byly pierscieniami
idealéw gtéwnych. Twierdzenie 3.29 pozwala podac przyklad pierécienia UFD, ktéry nie jest PID. Rozpatrz-
my pierscien C[X, Y] wielomianéw 2 zmiennych o zespolonych wspétczynnikach. Z Twierdzenia 3.29 wynika,
ze jest to pierscien z jednoznacznoscia rozktadu. Polézmy

I={W(X, V)X +V(X,Y)Y : W,V € C[X,Y]}.

Bez trudu sprawdzamy, ze I jest idealem w C[X, Y], zawierajacym zaréwno X jak i Y. Pokazemy, Ze nie jest
to ideal gléwny. W istocie, gdyby dla pewnego wielomianu f 2 zmiennych mieliby$my I = f(X,Y)C[X, Y],
to oba wielomiany X 1Y dzielityby sie przez f, co jest mozliwe tylko wtedy, gdy f jest wielomianem statym,
a wiec I = C[X,Y]. Ale wtedy 1 € I, a zatem istnieja, wielomiany W i V', spelniajace

W(X,Y)X + V(X,Y)Y =1,

co nie jest mozliwe, bo funkcja wielomianowa zwiazana z wielomianem po lewej stronie tej rownoéci przyjmuje
w punkcie (0,0) warto$¢ 0, a to prowadzi do réwnosci 0 = 1.

9. Twierdzenie 3.32 (Twierdzenie Bezout’a) Jesli K jest cialem, a W € K[X], to a € K jest
pierwiastkiem W wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian W jest podzielny przez X — a.

Dowdd: Korzystajac z Lematu 3.20 mozemy napisaé
W(X) = q(X)(X —a) +r(X),
gdzie g,r € K[X], a przy tym r = 0, lub tez degr < deg(X —a) = 1, tj. r(X) = ¢, przy pewnym ¢ € K.
Traktujac te rownosé jako rownosé pomiedzy funkcjami wielomianowymi i podstawiajac X = a, otrzymamy

W(a) = ¢. Zatem a bedzie zerem W wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ =0, tj. r =0, a wigc X —a dzieli W. O
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Jedli a jest pierwiastkiem wielomianu W # 0, to méwimy, ze ma on krotnosé r, jesli (X — a)"|W(X),
ale (X —a)"™ { W(X), tj. mamy
W(X) = (X —a)"V(X),

gdzie V € K[X]1iV(a) #0.
I tak np. liczba 1 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W (X) = X3 + X2 — 5X + 3, a liczba —3
jest jego pierwiastkiem jednokrotnym, gdyz W(X) = (X — 1)%(X + 3).

Twierdzenie 3.33. Jesli K jest cialem, a W € K[X] ma stopieri n, to W moze mieé conajwyzej n
pierwiastkow w K liczonych wraz z krotnosciami.

Dowdéd: Zastosujemy indukcje wzgledem stopnia wielomianu W. Jesli degW =1, tj. W(X) = aX +b,
to jedynym pierwiastkiem W jest element —ba~!. Zalézmy prawdziwosé tezy dla wielomianéw stopni < n
i niech degW = n. Jedli W nie ma pierwiastkéw w ciele K, to teza jest oczywiscie prawdziwa. Jesli
za$ a € K jest pierwiastkiem W, to z twierdzenia wynika istnienie wielomianu W; € K[X], speliajacego
W(X) = (X — a)W1(X), a poniewaz degW; = n — 1 < n, to mozemy zastosowaé zalozenie indukcyjne do
wielomianu Wj. O

Whniosek Kazda skoriczona podgrupa grupy multyplikatywnej ciata jest cykliczna.
Dowdd: Wynika z twierdzenia i z wniosku z Twierdzenia 2.30. U

Pochodnag wielomianu W (X) = Z;V:o a; X’ € K[X] mozemy zdefiniowa¢ bez pojecia granicy wzorem

N
W(X) = ja; X771 (3.9)
j=1
Bez trudu sprawdzamy, ze znane z analizy wzory
W+VY =W +V', WV)=V4+wV (3.10)

sa, stuszne 1 w naszej sytuacji. Jednakze nie wszystkie wlasnosci pochodnej, znane a znalizy, przenosza, sia na
nasz przypadek. Jedli np. K jest cialem 2-elementowym, a W(X) = 22, to W’ jest wielomianem zerowym,
ale funkcja wielomianowa wyznaczona przez W nie jest stala, gdyz W(0) =0 # 1 = W(1).

Twierdzenie 3.34. Niech K C L bedq ciatami. Jesli element a € L jest r-krotnym pierwiastkiem
wielomianu W € K[X], a r > 2, to a jest pierwiastkiem W'(X). Jesli przy tym r nie dzieli sie przez
charakterystyke ciata K, to a jest (r — 1)-krotnym pierwiastkiem W'(X).

Dowdéd: Z definicji krotnosci wynika réwnosé
W(X) = (X — ) V(X),

przy czym V(a) # 0.
Korzystajac z (3.10) otrzymujemy

W(X)=r(X—a) 'VX)+ (X —a)"V'(X)= (X —a)" ' (rV(X) + (X —a)V'(X))
i z uwagi na r > 2 otrzymujemy W'(a) = 0. Gdyby element a byl pierwiastkiem wielomianu
rV(X) + (X —a)V'(X),

to mieliby$Smy rV(a) = 0, co wobec V(a) # 0 jest mozliwe jedynie wéwczas, gdy r dzieli sie przez
charakterystyke ciala K, gdyz ciala nie maja, dzielnikéw zera. U

Uwaga: Warunek w drugiej czeéci Twierdzenia 3.34 jest istotny, bo np. w dowolnym ciele charak-
terystyki p element 1 jest p-krotnym pierwiastkiem wielomianu W (X) = X? — 1 dzieki réwnosci

XP—1=(X-1),
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za$ pochodna W'(X) jest wielomianem zerowym, a wiec 1 nie jest jej (p — 1)-krotnym pierwiastkiem.
8. Zajmiemy sie teraz istnieniem pierwiastkéw wielomianéw.

Twierdzenie 3.35. Jesli K jest ciatem, a W € K[X] jest wielomianem nierozktadalnym dodatniego
stopnia, to istnieje ciato L, zawierajgce K, w ktorym W ma pierwiastek. Przy tym L, traktowane jako
przestrzen lintowa nad K ma wymiar skonczony, rowny deg W.

Dowéd: Z uwagi po Twierdzeniu 3.29 wynika, ze ideal I, generowany przez W jest idealem maksymal-
nym, a Twierdzenie 3.5 pokazuje teraz, ze pierscien ilorazowy L = K[X]/I jest cialem. Jedli ¢ : K[X] —
K[X]/I jest kanonicznym homomorfizmem, to jego obciecie do K jest monomorfizmem, a wiec obraz ¢(K)
jest podciatem L, izomorficznym z K, mozemy wiec utozsami¢ K z tym obrazem, co daje ¢(a) = a dla
a € K. Niech

0=0(X)=X+1

Jesli W(t) = Z;-V:O a;t, to

=z

N
W(0)> aj(X+1V =0 a; X)) +T=W+I=1,
j=0 j=0

ale I jest zerem w K[X]/I.

Druga czesé tezy wynika z uwagi, ze jesli deg W = N, to cialo ilorazowe K[X]/I jest pierscieniem reszt z
dzielenia przez W, a wiec baza, tego ciala, traktowanego jako przestrzen liniowa nad K sa reszty wielomianéw
LX,..., xXN-1 O

Whniosek 1. Jesli K jest ciatem, a W € K[X] jest dowolnym wielomianem dodatniego stopnia, to
istnieje ciato L, zawierajgce K, w ktorym W jest iloczynem wielomiandw lintowych. Przy tym ciato L,
traktowane jako przestrzen liniowa nad K, ma wymiar skoriczony..

Dowdéd: Jesli mamy dwa ciata A C B, to mozemy traktowaé¢ B jako przestrzen liniowa nad A. Wymiar
tej przestrzeni nazywa sie stopniem ciala B nad A i oznacza [B : A].

Lemat 3.36. (i) Jesli A C B C C sq ciatami, a przy tym stopnie [C : B] i [B : A] sq skoriczone, to
[C:A]=][C:B][B:A.
(ii) Jesli Ay C As C ... C A, sq cialami i wszystkie stopnie [A;j+1 : A;] sa skoriczone, to

r—1

[Ar s Ar] = [ ][440 4],

j=1

Dowéd: (i) Niech m = [B : A]in = [C : B| i niech ay,...,a,, bedzie baza B nad A, za$ by,...,b,
baza, C' nad B. Wystarczy pokazac, ze zbior

{aibj : 1 <i<m,1<j<n}

jest baza C' nad A.
Jedliz € C, to x = 37, B;b; z ; € B. Ponadto dla j = 1,2,...,n mozemy napisa¢ 3; = >;" | ajia

z aj; € A, a to prowadzi do
m

n
Tr = E E ajiaibj,

j=1i=1

pokazujac, ze elementy a;b; sa ukladem generatoréow przestrzeni C' nad cialem A. By pokazaé, ze sa one
liniowo niezalezne przypusémy, ze z pewnymi o;; € A mamy réwnosé

E aijaibj =0.
i,J
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Piszac ja, w postaci
n

Z(Z aijai)bj =0

j=1 i=1

i korzystajac z liniowej niezaleznosci elementéw b; nad cialem B otrzymujemy Y -, aa; = 0 dla j =
1,2,...,n, co jest mozliwe jedynie gdy wszystkie «;; znikaja.
Cze$é (ii) wynika teraz przez nietrudna indukcje. O

Zastosujemy indukcje wzgledem stopnia wielomianu W. Jesli degW = 1, to nie ma czego dowodziC.
Zatézmy zatem, ze wniosek jest stuszny dla wszystkich cial K i dla wszystkich wielomianéw z K[X] o stopniu
< n, gdzie n > 2. Niech f € K[X] bedzie wielomianem stopnia n. Stosujemy Twierdzenie 3.35, by znalez¢
cialo K7 D K, w ktérym f ma pierwiastek £ i ktére spelnia m = [K; : K] < oo. Z Twierdzenia 3.32 wynika, ze
wielomian g(X) = f(X)/(X =¢) lezy w K1[X], a poniewaz deg g = n—1 < n przeto z zalozenia indukcyjnego
wynika istnienie ciala Ky D K7, w ktérym g jest iloczynem wielomianéw liniowych oraz r = [Ks : K1 < cc.
Zatem w Ko wielomian f jest iloczynem wielomianéw liniowych, a z Lematu 3.36 wynika

[Ks : K] = mr < oco. O

Whniosek 2. Jesli ¢ = p”, gdzie p jest liczbg pierwsza, to istnieje ciato majgce q elementéw. Cialo to
ma stopien n nad cialem p-elementowym, a jego grupa multyplikatywna jest cykliczna.

Dowéd: Niech k£ bedzie cialem p-elementowym. Z poprzedniego wniosku wynika istnienie ciala K,
zawierajacego k, w ktérym wielomian F(X) = X9 — X € k[X] jest iloczynem czynnikéw liniowych. Z
Twierdzenia 3.34 wynika, ze F nie ma pierwiastkéw wielokrotnych, gdyz jego pochodna F'(X) = —1 nie
ma pierwiastkow. Zatem w ciele K wielomian F' ma ¢ réznych pierwiastkow. Oznaczmy przez {2 zbidr tych
pierwiastkéw. Pokazemy, ze Q jest cialem. Dla a € Q mamy a? = a, a wiec dla a # 0 zachodza réwnosci

a™l'=1at=a"2 (a1 = ad1=2) = 172 = o1

z ktérych wynika a=t € Q, a jedli a,b € Q, b # 0, to (ab)? = a?b? = ab, a z Twierdzenia 3.15 otrzymujemy
(a+b)=a?+b?, (a—b)?=a? -0,

codajeabe Qiatbe.
Cykliczno$¢ grupy multyplikatywnej wynika z Wniosku z Twierdzenia 3.33. U

Mozna pokazaé, uzywajac teorii rozszerzen cial, ze kazde dwa ciala majace g elementéw sa izomorficzne.

Cialo K nazywamy ciatem algebraicznie domknietym, jesli kazdy wielomian z K[X] o dodatnim stopniu
ma w K pierwiastek.

Twierdzenie 3.37. Nastepujace warunki spetnione przez ciato K sq rownowazne:

(i) Jedynymi wielomianami nierozktadalnymi w K[X] sq wielomiany pierwszego stopnia,

(i) Kazdy wielomian [ € K[X]| majacy stopien dodatni rozktada sie w K[X] na czynniki liniowe,

(iii) K jest ciatem algebraicznie domknietym.

Dowéd: Implikacja (i) = (ii) wynika z tego, ze pierscien K[X] jest UFD (Wniosek z Twierdzenia 3.25), a
implikacja (ii) = (iii) jest trywialna. Pozostaje pokazaé, ze z (iii) wynika (i). Jesli K jest cialem algebraicznie

domknietym to kazdy wielomian f € K[X] stopnia dodatniego ma w K pierwiastek, powiedzmy &, a wtedy
z Twierdzenia 3.32 wynika, ze X — £ dzieli f, a wiec f moze by¢ nierozkladalny jedynie gdy deg f =1. O

Przykladem ciala algebraicznie domknietego jest, jak udowodnit C.F.Gauss, cialo liczb zespolonych.
Dowdd tego twierdzenia opiera sie na nastepujacym twierdzeniu, ktérego dowdd podaje sie zazwyczaj na
wykladzie funkcji analitycznych:
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Twierdzenie Liouville’a. Jesli f(z) jest funkcja o wartosciach zespolonych okreslona na plaszczyznie
zespolonej, ktora w kazdym punkcie z € C ma pochodng

) — timy S0 = 1)

a przy tym jest ograniczona, tj. istnieje stata M taka, Ze dla z € C mamy |f(z)| < M, to f jest funkcja
statq.
Whniosek 1. Tzw. ”Zasadnicze Twierdzenie Algebry”. Cialo C jest algebraicznie domkniete.

Dowdéd: Jesli f(z) = an2™+- - -+ap ma stopiert dodatni i nie ma pierwiastkéw, to funkcja g(z) = 1/f(2)
jest okreslona na calej ptaszczyznie i, jak latwo obliczy¢, ma tam pochodng réwna,

/
/ ['(z)
g (z) = — .
B)="T
Jesli A =max{|a;|: ¢ =0,1,2,...,n— 1}, to dla ostatecznie duzych |z| mamy

[f(2)] 2 lanll2]" = Mn|z["~" > Bl2|",
z odpowiednia stala, B > 0, a wiec funkcja ¢ jest ograniczona. Z twierdzenia Liouville’a wynika, ze g jest
funkcja stala, a zatem deg f = 0, wbrew zalozeniu. U
Whiosek 2. Jedyne nierozkladalne wielomiany w C[X] to wielomiany liniowe.
Dowdd: Wynika natychmiast z Wniosku 1 i Twierdzenia 3.37. U

Whiosek 3. Nierozkltadalne wielomiany w R[X] to wielomiany liniowe oraz wielomiany kwadratowe
aX? 4+ bX + ¢ o ujemnym wyrdiniku A — b? — 4ac.

Dowdéd: Nierozkladalno$é wielomianéw liniowych jest oczywista. Jesli zas f € R[X] ma stopienn > 2,
to korzystajac z Wniosku 1 i z uwagi, ze jesli f(z) =0, to f(z) = 0, mozemy napisaé

S

f(X) = AH(X —x) [[(X = 2)(X = 2),

j=1

gdzie x1,...,T, sa rzeczywistymi pierwiastkami f, za$ 21, Z21,...,2s, Zs S8 sprzezonymi parami nierzeczy-
wistych pierwiastkéw f. Poniewaz liczby z; + Z; 1 2;2; sa rzeczywiste, zatem wielomian kwadratowy

(X = 2z)(X = z)

ma rzeczywiste wspdlezynniki. Jesli wiec f jest nierozkladalny w R[X], to musimy mie¢ r = 0is = 1
i pozostaje zauwazy¢, ze wyr6znik wielomianu (X — z;)(X — Z;) jest ujemny, gdyz inaczej ten wielomian
mialby pierwiastek rzeczywisty. O

Znacznie trudniej jest sprawdzié¢ czy dany wielomian o wspdtczynnikach wymiernych jest nierozktadalny.
Podamy tu kilka przyktadowych twierdzen na ten temat. Pierwsze z nich dotyczy wielomianéw o wspoétczyn-
nikach w dowolnym ciele K:

Twierdzenie 3.37. Na to by wielomian f € K[X] stopnia 2 lub 3 byt nierozktadalny w K potrzeba i
wystarcza by nie miat on pierwiastka w K.

Dowdd: Wystarczy zauwazyé, ze rozkladalny wielomian stopnia < 3 musi mieé¢ czynnik pierwszego
stopnia. O

Z lematu Gaussa wynika, ze badanie nierozkladalnosci wielomianéw o wymiernych wspélczynnikach
sprowadza sie do badania nierozkladalnosci wielomianéw w Z[X].
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Twierdzenie 3.38. Kryterium Eisensteina. Jesli f(X) = Z;-V:O a; X7 € Z[X] i istnieje liczba
pierwsza p dzielaca ag,ay,...,an_1, nie dzielgca axn, a ponadto p? | ag, to f jest nierozktadalny w Z[X] i

Q[X].

Dowdd: Przypusémy, ze wielomian f spelniajacy zalozenia jest rozkltadalny, powiedzmy f = gh, przy
czym g(X) = Z;nzo b; X7, h(X) = Z?:o ¢jX711<m,n <N, m+n=N. Poniewaz plag = boco i p* 1 ao,
zatem dokladnie jedna z liczb by, ¢o dzieli sie przez p. Powiedzmy, Ze p|bg, p 1 ¢o. Nie wszystkie wspdlcznniki
b; sa podzielne przez p, gdyz inaczej liczba an = by, ¢, dzielitaby sie przez p, wbrew zalozeniu. Niech £ > 1
bedzie najmniejszym indeksem dla ktérego p 1 by. Poniewaz k < n, zatem

play = brco + g bicj,
itji=k
<k

co prowadzi do sprzecznosci, gdyz p { brco 1 p| Y i+i=r bic;j. O
i<k

9. Mozna udowodni¢ czysto algebraicznie, ze kazde cialo jest podcialem pewnego ciala algebraicznie
domknietego. Podamy teraz taki dowod w przypadku cial conajwyzej przeliczalnych. W ogélnym przypadku
idea dowodu jest ta sama, nalezy wszakze zamiast zwyklej indukcji uzy¢ tzw. indukcji pozaskonczone;j.

Twierdzenie 3.39. Jesli K jest ciatem skoriczonym lub przeliczalnym, to istnieje algebraicznie dom-
kniete ciato K, zawierajgee K.

Dowéd: Zbiér K[X] jest w naszym przypadku przeliczalny, ustawmy zatem wszystkie Wielomiany do-
datniego stopnia o wspélczynnikach z K w ciag: fi, fo,.... Niech Ko = K idla i = 1,2,... niech K;
oznacza cialo zawierajace K;_1, w ktérym wielomian f; jest iloczynem wielomianéw hmowych a przy tym
[K; : K;—1] < oo. Istnienie takiego ciala wynika z Wniosku z Twierdzenia 3.32. Polézmy K =2, K i
zauwazmy, ze K jest cialem. Z konstrukcji wynika, ze kazdy z wielomianéw f; jest w K iloczynem wielo-
mianéw liniowych. Pokazemy, ze to samo zachodzi dla kazdego wielomianu f € K [X] o stopniu dodatnim.
Jedli f(X) = Z?:o a; X7 (a; € K), to istnieje N takie, ze wszystkie wspSlezynniki a; leza w Ky, a wiec
f € Kn[X]. Stosujac ponownie Wniosek z Twierdzenia 3.32 otrzymujemy cialo M zawierajace Ky, w ktérym
f rozklada sie na czynniki liniowe, a przy tym [M : Ky| < co. Z wniosku z Lematu 3.33 zastosowanego do
ciagu

K=KyCcKiC...CKyCM

otrzymujemy 7' = [M : K| < co. Niech teraz £ € M bedzie dowolnym pierwiastkiem f. Poniewaz dimyx M =
T < oo, zatem elementy 1,&,€2,...,€7 sa zalezne liniowo nad K, a zatem istnieja co,cy,...,cr € K, nie
wszystkie réwne zeru, speliajace co + c1& + ... + cp€T = 0. Zatem & jest pierwiastkiem niezerowego
wielomianu Z?:o c; X 7 € K[X]. Wielomian ten jest réwny ktéremus z wielomianéw f;, ktérego pierwiastki

leza w K, a zatem ¢ e K, jak twierdzilismy. To pokazuje, ze K jest cialem algebraicznie domknietym. [
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