Algebra 1A, lista 10.

KOnwersatorium 9.01.2017, ¢wiczenia 10.01.2017.

0S. Zasadnicze twierdzenie arytmetyki. Relacja stowarzyszenia. Element nie-
rozktadalny w pierscieniu. Twierdzenie o jednoznacznym rozkladzie w pierécieniu
euklidesowym. Zasadnicze twierdzenie algebry liczb zespolonych. Twierdzenie o
pierwiastkach zespolonych wielomianu rzeczywistego.

1S. Wyznaczy¢ grupe elementéow odwracalnych w nastepujacych pierécieniach:

(a) Z,

(b) Z{[1],

(c) Z[X],

(d) Z?)[X]a

(e) Q[X].

2S. Czy nastepujace elementy a, b sa stowarzyszone w pierscieniu R 7
(a)a=2,b=4, R=17Z,

(by a=541, b=1-5i, R=17]i,

(c)a=2X?+2, b=X%2+1, R=17Z[X],

(d) a=2X?+2, b=X%>+1, R=73(X].

3K. Wskaza¢ nierozktadalny wielomian:
(a) stopnia 2 nad Zs,
(b) stopnia 3 nad Zr,
(c) stopnia 4 nad Zs.
4. (a) Zatozmy, ze W (X), V(X) € R[X] sa wzglednie pierwsze, niezerowe. Udo-
wodni¢, ze istnieja wielomiany S(X),T(X) € R[X] takie, ze w ciele R(X) mamy:
1 _S(X)  T(X)

WX)-V(X) WX V(X)

(b)* Udowodni¢, ze kazda funkcje wymierng f(X) € R(X) mozna przedstawi¢
I;//(())(()), gdzie V,W € R[X] oraz W (X) jest potega nieroz-
ktadalnego wielomianu stopnia < 2. (uwaga: dzieki temu umiemy catkowaé funkcje
wymierne).
5.K (a) Zaznaczy¢ na plaszczyznie Gaussa wszystkie liczby z € Z[i] takie, 7e
d(z) < 10. Tle ich jest ?
(b) Ktore z liczb 1,2,3,4,5,1 + 4,2 + 4,3 + i,4 4+ i,5 + i sa nierozkladalne w
pierscieniu Z[i] 7 (wskazowka: skorzystaé z tego, ze jesli x = ab, to d(x) = §(a)d(b)).
6. Rozwazamy pierscien Z[v2] = {a + bv/2 : a,b € Z}, podpierscieni ciata liczb
rzeczywistych.
(a) Udowodnié, 7e dla x € Z[/2] przedstawienie z w postaci a + bv/2, a,b € Z, jest
jednoznaczne.
(b) Funkeja d : Z[v/2] — N dana jest wzorem d(a + bv/2) = |a — 2b%|. Udowodnié¢, ze
dla 2,y € Z[\/3), d(ry) = d(z)d(y).
(c) Wyznaczy¢ grupe elementéw odwracalnych piericienia Z[v/2].
(d) Znalez¢ rozktad liczby 2 na iloczyn czynnikéw nierozkladalnych w pierécieniu

Z[\V2].

jako sume utamkow postaci



W dalszych zadaniach z tej listy R jest pierscieniem euklidesowym.

7. Zalozmy, ze p € R\ R* jest nierozktadalny oraz v € R*. Udowodni¢, ze ¢ = up
tez jest nierozktadalny.

8. (a) Zalozmy, 7e x,y € R oraz a,b € R sa oba najmniejszymi wspolnymi
wielokrotnosciami x, y. Udowodnié¢, ze a ~ b (tzn. a,b sa stowarzyszone) oraz kazdy
element stowarzyszony z a jest rowniez NWW (z,y)

(b) To samo, co w (a), lecz z NW D zamiast NWW.

9. Zalozmy, ze p,q € Z sa roéznymi liczbami pierwszymi, z = p?¢®, y = p>q*.

(a) Udowodni¢, ze liczba z = p?q* jest NW D(x,y)

(b) Udowodnié¢, ze liczba t = p*q® jest NWW (x, ).

(c) Zauwazy¢, ze xy = NW D(x,y) NWW (z,y). Uog6lni¢ ten wynik na przypa-
dek dowolnych liczb catkowitych dodatnich.

10*. Uogolni¢ zadanie 8 dla dowolnego euklidesowego R. Zastapi¢ “rozne liczby
pierwsze” przez “niestowarzyszone elementy nierozktadalne”.

11. Zalozmy, ze a, b, ¢ € Q i a+b4/c jest niewymiernym pierwiastkiem wielomianu
W(X) € Q[X]. Udowodni¢, ze a — by/c tez jest pierwiastkiem tego wielomianu oraz
wielomian X? — 2aX + (a? — b%c) dzieli wielomian W (X) w pierscieniu Q[X]. (wsk:
wzorowaé sie na dowodzie twierdzenia z wykladu).



