Algebra 1A, lista 13.

Konwersatorium 30.01.2017, ¢wiczenia 31.01.2017 (bez kartkowki)

0S. Material teoretyczny: Charakterystyka ciata: definicja, wtasnoéci, przyktady.
Podciato, wtasnosci. Rownania algebraiczne w ciele F', znajdowanie rozwiazan w
rozszerzeniu F' ciala F. Cialo algebraicznie domkniete: definicja, istnienie (infor-
macyjnie), nieskoriczonosé.

Ciata proste. Podciato proste ciata F. Liczba elementéw ciata skoriczonego.
Charakteryzacja idealow I<R takich, ze R/ jest cialem. Ideal maksymalny. Funkcja
Frobeniusa w ciele charakterystyki p. Kazdy homomorfizm cial jest monomorfizmem.

1K. Ktoére z podanych pierscieni s ciatami ?

Zs[X]/(X? +1),

RIX]/ (X2 +7),

i) Q(v11) = {a+bl13 + cl1i +d117% : a,b,¢,d € Q}
) Mypsxn(R), n> 1.

2S. Sporzadzié¢ tabelki dziatan ciata:

(a) 4-elementowego,

(b) 9-elementowego.

3K. Zalozmy, 7ze F jest cialem, n > 0 i char(F') nie dzieli n. Udowodni¢, ze:

(a) wciele F: n-1#0,

(b) dla kazdego € F istnieje jedyne y € F takie, ze n -y = .

4K. Rozwigza¢ rownanie kwadratowe 22 +z + 1 =0
a) w ciele Zr,

b) w ciele Zs,
c¢) w ciele liczb rzeczywistych,
d) w ciele liczb zespolonych.

5K. Traktujemy ciatlo Q(v/2) jako przestrzen liniowa nad ciatem Q.

(a) Udowodnié, 7e uktad liczb 1,1/2 jest baza tej przestrzeni liniowe;.

(b) Funkcja f : Q(v/2) — Q(v/2) dana jest wzorem f(z) = (14+/2)z. Sprawdzic,
7e f jest przeksztalceniem liniowym przestrzeni liniowej Q(v/2) nad cialem Q, a
nastepnie obliczy¢ macierz f w bazie 1, v/2.

6. Traktujemy cialo R jako przestrzen liniowa nad Q.

(a) Udowodni¢, ze wymiar tej przestrzeni liniowej jest nieskoriczony.
(b)* Udowodnié, 7ze ten wymiar jest nieprzeliczalny.
(c)* Udowodni¢, ze ten wymiar jest rowny 2%0.

7. Zalozmy, ze I jest ciatem zas I < I' idealem w pierscieniu F'. Udowodnié, ze

[={0}lub=F.
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8. Zalozmy, ze f : Fy — F, jest homomorfizmem cial. Udowodnié, ze f jest
monomorfizmem.

9. Zalozmy, ze piericienn R jest przemienny, z jednoscia, niezerowy oraz I < R jest
wlasciwy. Mowimy, ze [ jest pierwszy, gdy dla wszystkich a,b € R, a-b € I pociaga,
ze a € I lub b € I. Udowodnic, ze

(a) I jest pierwszy <= R/I jest dziedzina,

(b) jesli I jest maksymalny, to I jest pierwszy.

10. Zatézmy, ze f : R — S jest homomorfizmem pierécieni przemiennych. Udo-
wodnié, ze:

(a) Jesli I< S, to f7H[I]<R.

(b) Jesli I <R i f jest “na”, to f[I]<S.



