Algebra 1A, lista 4.

Konwersatorium 7.11.2016, ¢wiczenia 8.11.2016.

0S. Material teoretyczny : Warstwy lewo- i prawostronne podgrupy K grupy G.
Wtasnosci warstw. Indeks podgrupy K w grupie GG. Twierdzenie Lagrange’a i wnioski
z niego. Male twierdzenie Fermata. Twierdzenie Wilsona. Homo-, epi-, mono-,
endo- i automorfizmy struktur: definicja, przyktady. Wtasnosci homomorfizmow
grup. Jadro i obraz homomorfizmu grup. Charakteryzacja monomorfizmu grup
przy pomocy jadra. Dzielnik normalny (podgrupa normalna). Grupa ilorazowa,
homomorfizm ilorazowy i zasadnicze twierdzenie o homomorfizmie grup.

1. S Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe rzedy elementow g € S7.

2. S Zalozmy, ze g € G, ord(g) = 10. Wyznaczy¢ ord(g?), ord(g®), ord(g®).

3. Zalozmy, ze g € G, ord(g) =n > 1 oraz k > 1. Niech r = r, (k).

(a) Udowodni¢, ze gF = g".

(b) Udowodnié, ze ord(g¥) = I, gdzie [ jest najmniejsza liczba > 1 taka, ze n|kl.
(c) Udowodnié¢, ze ord(g*) = n <= NWD(k,n) = 1 (tzn. gdy ki n sa
wzglednie pierwsze).

4. Zalozmy, ze G jest grupa skonczona oraz H jest niepustym podzbiorem G
zamknietym wzgledem dzialania z grupy G.

(a) Udowodni¢, 7e eq € H.

(b) Udowodnié¢, ze dla kazdego g € H, g' € H.

Wywnioskowaé stad, ze H jest podgrupa grupy G.

5. Zalozmy, ze a,b € G, a # e oraz a’b = ba®. Udowodni¢, ze ab # ba.

6. (a) Wyznaczy¢ wszystkie podgrupy grupy (Zig, +10)-

(b) Nastepnie sprawdzi¢, ze wszystkie grupy ilorazowe grupy (Zio,+10) sa cy-
kliczne.

7. Zalozmy, 7e G jest generowana przez zbior A = {g, h} C G taki, ze ord(g) =
5, ord(h) = 4 oraz gh = hg*.

(a) Niech K = (a), H = (h). Udowodni¢, ze K N H = {e}.

(b) Udowodnié¢, ze kazdy element grupy G jest postaci g'h/ dla pewnych 0 <7 < 5
oraz 0 < j < 4 oraz, ze to przedstawienie jest jednoznaczne. Ile elementéw ma grupa
G?

(c) Sporzadzi¢ tabelke dzialania grupy G.

8S. Obliczy¢ nastepujace reszty z dzielenia:

T13(125342), 7“29(321485), 7“31(32]_485).

9K. Zaltozmy, ze f : G — H jest homomorfizmem grup oraz a € G. Zatézmy,
ze ord(a) = n jest skonczony. Udowodnic, ze ord(f(a)) tez jest skoriczony i dzieli
ord(a).

10K. Czy istnieja homomorfizmy grup f : G — H, gdzie:

(a) G = (Z> +)> H = (Qa +)7 f(l) =17
)G=(Z,+), H=(Q,+), f(1)=-1

G=(2Z+), H=(Q,+), f(1)=-7
G = I

(b
(c)
(d) (Z,+), H=(Z,+), f(2) =7 (wsk: czemu musi by¢ wtedy rowne f(1)
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11. Zat6zmy, ze H



