Algebra 1A, lista 5.

Konwersatorium 14.11.2016 i 21.11.2016.

0S. Material teoretyczny : Twierdzenie Cayleya o reprezentacji grupy. Dalsze
przyktady grup: grupy dihedralne D,,n > 2, grupa ésemkowa kwaterniondéw Qg,
cja, wtasnosci, przykltady. Definicja i twierdzenie o produkcie wewnetrznym podgrup
grupy G: przypadek dwoch podgrup, przypadek £ podgrup. Skonczone grupy abe-
lowe jako produkty grup cyklicznych: rozpoznawanie ich izomorficznosci.

1. (K) Zalozmy, ze G, H sa grupami, a € G, b € H oraz grupa G jest cykliczna.
(a) Zalozmy, 7ze G jest skonczona, generowana przez a oraz ord(b) dzieli ord(a).
Udowodnié¢, ze istnieje dokladnie jeden homomorfizm grup f : G — H taki, ze
f(a) =b.
(b) Udowodni¢, ze istnieje dokladnie jeden homomorfizm f : (Z,+) — H taki, ze
f(1) =b.
(c) Zalozmy, ze G jest nieskonczona, generowana przez a. Udowodnié, 7e istnieje
dokladnie jeden homomorfizm grup f : G — H taki, ze f(a) = b.

2.S Wyznaczy¢ wszystkie homomorfizmy f : G — H, gdzie:

(a) G =(Z,+), H=(Zy,+4).

(b) G = (Zs,+3), H = (Z4,+4).

(¢) G = (Zo, +10), H = (Zs, +6)-

3. Zatozmy, 7ze G i H sa grupami, g € G,h € H.

a)
ord({g,h)) = 15.
b)K Ogolniej, gdy ord(g) = n, ord(h) = m, udowodnié, ze ord({g, h)) = NWW (n,m).

d) (Zs, +3) X (Zs, +4),
e) (Z,+) X (Zg,+2).
(wsk: zbada¢ rzedy elementow tych grup)
5K. Wypisa¢ wszystkie grupy abelowe rzedu 12 (z doktadnoscia do izomorfizmu,
bez powtorzern).
6K. Wiemy, ze grupy Zs @ Zs i Z15 sa cykliczne, rzedu 15, wiec izomorficzne.
Przedstawi¢ grupe Z;; jako produkt wewnetrzny podgrup cyklicznych rzedu 3 i 5.
7S. Wyznaczy¢ wszystkie elementy postaci 22
(a) w grupie kwaternionéow Qs,
(b) w grupie Sj,
(c) w grupie Sy.
Czy tworza one podgrupe? Czy jest to podgrupa normalna?
8. K Czy G = H, gdzie:
(a) G = (Zeo, +60), H = (Z1o,+10) X (Zs, +s)-
(b) G= (P({(l, b, C}),A), H =7y X 2y X Zso.



(¢) G = Dg, H= A4. (wsk: zbadaé¢ wszedzie rzedy elementow, abelowosc).

9. K f: (R*+) — (R, +) dana jest wzorem f(z,y) = 2x + 3y. [ jest epimor-
fizmem grup (a nawet przestrzeni liniowych). Znalezé Ker(f). Wskaza¢ podgrupe
H < (R? +) taka, ze (R?, +) jest produktem wewnetrznym podgrup Ker(f)i H. W
szczegdlnosci, (R +) = Ker(f) x H.

10. K Niech D = {(k, k) : k € Z}. Jest to podgrupa grupy G = (Z,+) x (Z,+).

(a) Wskazaé epimorfizm [ : G — (Z,+) taki, ze Ker(f) = D.

(b) Wskaza¢ podgrupe H < G taka, ze G jest produktem wewnetrznym podgrup
DiH.

(c¢) Udowodnié¢, ze grupa ilorazowa G/D jest izomorficzna 7z grupa (Z, +).

11. K (a) Czy istnieje podgrupa H < (Q,+) taka, ze (Q,+) jest produktem
wewnetrznym podgrup Z i H 7

(b) Czy istnieje podgrupa H < (Z,+) taka, ze (Z,+) jest produktem wewnetrz-
nym podgrup 3Z i H ?

(c) Czy grupa kwaternionéw g jest produktem wewnetrznym jakich$ swoich
podgrup wtasciwych K, H?

(d)* Czy istnieje podgrupa H < (R, +) taka, ze (R, +) jest produktem wewnetrz-
nym podgrup Qi H ?

12. K W grupie ilorazovvej G/H wyznaczy¢ rzad elementu a + H, gdzie:

(a) G=(Q+), H=(Z,+), a=3,

(b) G=(Q,+), H=(3Z,+), a=3,

( ) G = (Z12,+12) H = {0,3,9}, a = 5,
) G

( ( )’ (Qa +)a a= \/§

13. K Okreshé epimorfizm f z grupy (R, +) na grupe S liczb zespolonych modutu
1, taki ze Ker(f) = Z. Wywnioskowaé stad, ze (R,+)/Z = S. (wsk: przypomnie¢
sobie epimorfizm f(z) = cos(z) +isin(z) z R na S 7 wyktadu. Jakie jest jego jadro?
Jak poprawi¢ f, by jadrem stala sie grupa Z7)



