Algebra 1A, lista 6.

Konwersatorium 28.11.2016, ¢wiczenia 29.11.2016.
Na kartkowce 29.11 obowiazuje: lista 5 oraz zadania oznaczone literami S lub K z
listy 6.

0S. Material teoretyczny: Opis grup matych rzedéw (do rzedu 8 wlacznie). Au-
tomorfizmy grup. Automorfizmy wewnetrzne grup. Grupa Aut(G) automorfizmow
grupy G. Centrum grupy Z(G): definicja, wlasnosci. Grupa Inn(G) automorfizmow
wewnetrznych grupy G, zwiazek z centrum grupy Z(G). Relacja sprzezenia w grupie
G. Opis relacji sprzezenia w przypadku grup permutacji.

1K. Czy istnieje monomorfizm grup f : G — H 7 Jesli tak, wskaza¢ przyktad i
wyznaczy¢ obraz. (wsk: taki monomorfizm istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
podgrupa S < H izomorficzna z grupg G).

(a) G =Zg, H = Zoy,

)
d) G: Z15, H - Sg,
&) G = (Q.+), H=(Z,+),
f) G = (Ra +)> H = (Qa +)7
g) G =53, H="7y® L,
(h) G = Dy, H=Ss.
2K. Rozwazamy grupy G, H oraz dzielnik normalny K <G. W kazdym z poniz-
szych przypadkow udowodni¢, ze G/K = H (wsk: wskaza¢ odpowiedni epimorfizm
f: G — H i skorzystaé¢ z zasadniczego twierdzenia o homomorfizmie grup).
( ) G — (ZQO,+20), K= {0,4,8, ].6}, H= (Z5,+5).
G=(C), K=S={2€C:|z|=1}, H=(R*").
G=(R,4), K =27Z, H=S (z punktu (b)),
G=R,+), K=27Z, H=215,
G=(R?+), K=Ln{(1,2)}, H=(R,+).
3. (a)S Wypisa¢ wszystkie generatory grupy (Zyo, +10)
(b) Zalozmy, 7e f jest automorfizmem grupy (Zio, +10). Udowodnié¢, ze f(1) jest
generatorem grupy Zig.
(c) Wyznaczy¢ wszystkie automorfizmy grupy Zio. Tworza one grupe Aut(Zy),
z dzialaniem sktadania.
(d) Sporzadzi¢ tabelke dziatania grupy Aut(Zip). Czy ta grupa jest abelowa ?
cykliczna ? 7 ktoéra z poznanych dotad grup jest ona izomorficzna ?
4K. (a) Udowodnié¢ (wprost z definicji), ze Z(G) jest podgrupa grupy G.
(b) Sprawdzi¢ bezposrednio 7 definicji, ze Z(G) jest dzielnikiem normalnym w G.
5.% Czy nastepujace pary grup sa izomorficzne ?
(a) (R*, )1 (R, +).
6S Grupa przeksztatcen afinicznych prostej to zbiér funkcji R — R:

A={ax+0b:a,beR,a+#0}.



(a) Sprawdzié, ze A jest grupa wzgledem zlozenia funkcji.
(b) Sprawdzi¢, ze grupa A jest izomorficzna z grupa macierzy postaci ( 8 11) ) ,a,b €

R, a # 0, z mnozeniem macierzy.

7. Czy grupa Ss jest izomorficzna z produktem G x H dla pewnych nietrywialnych
grup G i H 7 (wsk: rownowaznie: czy grupa S jest produktem wewnetrznym jakich§
swoich nietrywialnych podgrup G i H ? Jakie podgrupy ma grupa Ss?)

8. Zalozmy, ze f : G — H jest epimorfizmem grup, S < H, g € G, h € H i
f(g) = h.

(a) Zalozmy, 7ze G jest abelowa. Udowodnié, ze H jest abelowa.

(b) Zalozmy, ze G jest cykliczna. Udowodnié, ze H jest cykliczna.

(¢)S Sprawdzié, ze f~1[S] jest podgrupa grupy G.

(d)S Udowodnié, ze f(g~') = h~L.

9. Zalozmy, 7ze G jest grupa, Hy, Hy < G oraz |Hi| = |Ha| = p jest liczba
pierwsza.

(a) Wykaza¢, ze Hy N Hy = {e} lub H; = H,.

(b) Udowodni¢, ze jesli Hy N Hy = {e}, to |G| > p?. (wsk: udowodni¢, ze jesli
hi, by € Hy, ho, by € Hy i hihg = W hl, to hy = b} i hy = h).)

10. (a)S Wypisa¢ wszystkie permutacje 7 w grupie S5 sprzezone z permutacja
o=(1,2)(3,4,5). Za kazdym razem wskaza¢ permutacje f taka, ze 7 = j;(o).

(b) Znalezé zbior wszystkich permutacji w Sy, ktore komutuja z permutacja o
(wsk: permutacja 7 komutuje z 0 <= 707! = 0).

(¢) Udowodnié¢, ze zbior z punktu (b) jest podgrupa grupy Ss.

11. W dowolnej grupie G udowodni¢, ze dla danego a € G zbior C(a) = {g € G :
ag = ga} jest podgrupa grupy G, zwana centralizatorem elementu a w grupie G.

12. Zalézmy, ze grupa G ma jedyna podgrupe H rzedu 25. Udowodnié, ze H <G.
(wsk: dla g € G,gHg ' = j,[H]| jest podgrupa grupy G izomorficzna z H).



