Algebra 1A, lista 7.

Konwersatorium 5.12.2016, ¢wiczenia 6.12.2016.

0S. Materiat teoretyczny: Grupy macierzy i grupy przeksztalcen liniowych: GL(n,R),

O(n,R), SO(n,R), SL(n,R), Aut(R"), Iz04,(R™), Izo(R™), ich izomorfizmy, zwiazki
7z wyznacznikiem, obrotami. Kazda skoriczona grupa izometrii R” ma punkt staty.
Srodek ciezkosci uktadu punktow. Kazda skonczona grupa izometrii przestrzeni R”
jest izomorficzna z pewna podgrupa grupy O(n,R). Wyliczenie wszystkich skornczo-
nych podgrup O(2,R)i SO(2,R), z dokladnoscia do izomorfizmu.

Wyliczenie skoriczonych podgrup grupy SO(3,R). Grupy obrotow wtasnych bryt
platonskich. Grupa izometrii wtasnych czworoscianu foremnego. Definicje: pierscier
(przemienny, z jednoscia), dzielnik zera, element odwracalny, grupa elementow od-
wracalnych pierscienia, dziedzina (pierscien catkowity), cialo. Przyktady pierscieni.
Kazda skoriczona dziedzina jest cialem. Wyliczenie, ktore pierscienie Z,, s ciatami.

1S. Udowodni¢, ze [O(n,R) : SO(n,R)] = 2.

2S. Udowodni¢, ze SO(2,R) jest izomorficzna z grupa S liczb zespolonych modutu
cosp —sing

1, z mnozeniem. Wskazowka: macierzy .
singp  cos @

przypisa¢ liczbe z, =

COS  + 2sin .

3S. Ktore z grup GL(2,R), SL(2,R), SO(2,R), O(2,R) sa abelowe? Nastepnie
to samo dla grup w wymiarze 3 zamiast 2.

4*. Niech G bedzie grupa skonczong oraz a € G. Okreslamy funkcje f : G — [a]~
([a]~ to klasa sprzezenia elementu a) wzorem:

f(z) = zazx™!

(a) Udowodnié¢, ze f jest surjekcja i klasy abstrakcji relacji ~; na G to doktadnie
lewostronne warstwy centralizatora C'(a). Tzn:

f(@) = fly) = 2C(a) =yC(a).

Wywnioskowaé stad, ze |[a].| = [G : C(a)].

(b) Udowodnié¢, ze |G| = |Z(G)| + >_1,[G : C(a;)], gdzie a4, ..., a, sa reprezen-
tantami wszystkich klas sprzezenia w G roztacznych z Z(G). Zauwazyé tez, ze |al.
jest jednoelementowy wtedy i tylko wtedy, gdy a € Z(G).

(c) Udowodni¢ twierdzenie Cauchy’ego: jesli p jest liczba pierwsza dzielaca |G|,
to G ma podgrupe rzedu p (wsk: skorzystac z (b)).

(d) Udowodnié, ze jesli |G| = p?, to G jest abelowa.

(e) Wykazac, ze dowolna grupa rzedu 15 jest cykliczna.

5*. (a) Udowodnié¢, ze grupa obrotéw wlasnych szescianu jest izomorficzna z
Sy. (Wsk: oznaczmy przez 1,2,3,4 przekatne szeScianu. Rozwazy¢ obroty wlasne
szescianu jako permutacje przekatnych.)

(b) Udowodni¢, ze grupa obrotéw wlasnych dwunastoscianu foremnego jest izo-
morficzna z As. (Wsk: w dwunastoscian foremny mozna wpisaé pieé¢ szescianow (tak,



ze wierzchotki szescianow sa wierzchotkami dwunastoscianu). Rozwazy¢ obroty tej
bryly jako permutacje tego zbioru szescianow.)

6. (a) W grupie izometrii wlasnych czworoscianu foremnego wskaza¢ podgrupe
izomorficzna 7z grupa Ds (wsk:rozwazy¢ izometrie wlasne ustalonej $ciany czworo-
$cianu).

(b) W grupie izometrii wlasnych szescianu wskaza¢ podgrupe izomorficzng z
grupa D, i podgrupe izomorficzng z grupa Ds (wskazowka: szeScian jest stowarzy-
szony z o§mio$cianem foremnym, maja wiec izomorficzne grupy izometrii wlasnych).

(c) W grupie izometrii whasnych dwunastoscianu foremnego wskaza¢ podgrupe
izomorficzna z D5 i podgrupe izomorficzng 7z Ds.

7. (a) W grupie automorfizmoéw linowych ptaszczyzny Aut(R?) wskazaé elementy
rzedu 2 oraz rzedu oo, niebedace izometriami.

(b)* Czy w (a) istnieje taki element rzedu 3 ?

(c) Udowodni¢, ze jesli automorfizm liniowy plaszczyzny ma rzad nieparzysty, to
jego macierz ma wyznacznik 1.

8S. Sprawdzi¢, ze podane nizej zbiory sa pierscieniami przemiennymi (z jednoscia
lub bez), ze zwyklymi dzialaniami dodawania i mnozenia liczb. Czy sa one ciatlami
o
nZ, gdzie n € N,

Z[i) ={a+bi:a,be€ Z}, pierscienn Gaussa (tu i € C to jednostka urojona).
Z[Vd] = {a+bVd:a,b € Z}, d € N nie jest kwadratem liczby naturalnej.
9S. Wykazaé, ze struktura (A, @, ®) nie jest pierscieniem.

a) A=R\{0}, o=+, 0 =-.

b) A=R, adb=%L aob=a-b

c) A=N, &=+, 6 =-.

d) A={a+bv2:a,b€Z}, ®i® tozwykle dodawanie i mnozenie liczb.

e) A=R,, a®b=a-b, a®b=a"

0S. Zalozmy, ze A, B sa podpierScieniami pierscienia R. Udowodnié¢, ze AN B
jest podpierscieniem pierscienia R.

10K. (a) Dany jest pierscien przemienny z jednoscia R. Udowodni¢, 7ze R* jest
grupa wzgledem mnozenia (zwana grupa elementéw odwracalnych pierécienia R).

(b) Wypisa¢ wszystkie dzielniki zera w pier§cieniu Zo4 i wszystkie elementy odwra-
calne w pierscieniu Zoy. Czy Z3, jest cykliczna 7 Znalezé produkt grup cyklicznych
izomorficzny z Z3,.

(c) To samo, co w (b), dla pierscienia Zj.

(d) Niech n > 1. Udowodnié, ze a € Z, \ {0} jest dzielnikiem zera w Z, wtedy i
tylko wtedy, gdy a i n nie sa wzglednie pierwsze.

(e) Niech n > 1. Udowodni¢, ze a € Z, \ {0} jest odwracalny wtedy i tylko
wtedy, gdy a i n sa wzglednie pierwsze. (Wsk: wzorowa¢ sie na dowodzie z wyktadu,
ze skonczona dziedzina jest cialem. Rozwazy¢ liczby a -, 1,0+, 2,...,a+, (n —1).)

11. (a) Udowodnic, ze grupa Aut(Zog, +24) jest izomorficzna z grupa Zj, (wsk:
automorfizm grupy Zss jest wyznaczony przez warto$¢ na generatorze 1, a warto$c

ta moze by¢ dowolnym innym generatorem tej grupy).
(b)* Ogolniej: Aut(Zy, +,) = 7.
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12. Niech +,- beda dzialaniami okreslonymi w zbiorze A. Wiadomo, ze (A, +)
jest grupa, za$ dzialanie - jest laczne, rozdzielne wzgledem + i ma element neutralny
1 € A. Wykazaé, ze wtedy (A, +, ) jest pierScieniem. (wsk: wystarczy udowodnié¢
przemiennos$é +. W tym celu wymnozy¢ na dwa sposoby (1 + 1)(a + b) i por6wnaé
wyniki.)

13. Zalozmy, ze (R,+,-) jest pierScieniem, w ktorym grupa addytywna (R, +)
jest cykliczna. Udowodni¢, ze R jest przemienny.

14. Niech S oznacza grupe liczb zespolonych modutu 1, z mnozeniem, zas S, jej
podgrupe ztozona ze wszystkich zespolonych pierwiastkow z 1. Udowodnié¢, ze kazdy
element grupy ilorazowej S/S., rézny od elementu neutralnego ma rzad oo.

15*. Zalozmy, ze w piercieniu R mamy a? = a dla wszystkich a € R (uwaga: a?
0zZnacza a - a).

(a) Udowodni¢, ze 2a = 0 dla wszystkich a € R. (uwaga: 2a oznacza a + a).

(b) Udowodnié¢, ze R jest przemienny (wsk: rozwazy¢ (a + b)?).



