Algebra 1A, lista 8.

Konwersatorium 12.12.2016, ¢wiczenia 13.12.2016

0S. Material teoretyczny: Homomorfizm i izomorfizm pierécieni, definicja, przy-
ktady. Produkt pierscieni. Izomorfizm pierscieni Z,, X Z, = Zpn,, gdy m i n s
wzglednie pierwsze.

Funkcja i twierdzenie Eulera. Pierscienie wielomianow: definicja, podstawowe
wlasnosci (stopien wielomianu, R-dziedzina = R[X] — dziedzina). Wielomiany a
funkcje wielomianowe. Homomorfizm ewaluacji w punkcie. Pierscienn C'(R).

1S. (a) Napisa¢ tabelki dziatan w produkcie pierscieni Zy X Zs.

(b) Wskaza¢ dzielniki zera i elementy odwracalne w tym pierscieniu.

2K. Ktore z ponizszych pierscieni sa dziedzinami, a ktore ponadto cialami ?

(a) Zy X Zs,

(b) (P({a}), &,),

(c) pierscien Gaussa (patrz zad. 8 z listy 7),

(d) Z x R.

3K. Znale7¢ wszystkie homomorfizmy f : R — S pierécieni z jednoscia R i S
(uwaga: zgodnie z definicja, f(1r) = 1g).

(a) R=12Z, S = Zs.

(b) R =Z1s, S = Zs

(C) R—Z7, S—Z4

d)R=12, S=1.

() R=Q, S =Q.

(f) R=Z xZ =S (wsk: rozwazy¢, jakie moga by¢ wartosci f(0,1) i f(1,0)).

4K. Znalezé wszystkie dzielniki zera w pierscieniach:
Z4 X ZQ

d) (P(X), A, N).
o. Obhczyé T35(14320), T28(35320), T45(28320).
6. Niech Z[i] oznacza pierscienn Gaussa. Niech R ={¥ :z,y € Z[i] i y # 0} C C.
(a) Sprawdzié, ze R jest ciatem (podciatem C).
(b) Udowodni¢, ze R = {a+bi : a,b € Q}.
Uwaga: R jest izomorficzne z cialem utamkow pierécienia Gaussa.
7K. Zatozmy, ze R jest pierScieniem pzremiennym z jedno$cig oraz a € R. Okre-
slamy funkcje ¢, : R[X] — R wzorem:
©0a(W(X) = W(a). Sprawdzi¢, ze tak okreslona funkcja jest homomorfizmem pier-
Scieni z jedno$cia, zwanym homomorfizmem ewaluacji w punkcie a.
8K. Znalez¢ wszystkie homomorfizmy pierscieni f : Z[X]| — Z (wsk: f(1) =1).
9. Niech C'(R) oznacza zbior wszystkich funkeji ciagltych f: R — R. W zbiorze
tym okreslamy dziatania 4+ i - nastepujaco:
(f +9)(x) = f(x) + g(x), (f-9)(x) = f(x)-g(z).

Zbior C(X) 7 tymi dzialaniami jest pierscieniem przemiennym 7z jednoscia.



(a) Czy funkcja f(z) = z jest odwracalna w pierscieniu C'(R) ? Czy jest dzielni-
kiem zera ?

(b) Poda¢ przyktad funkcji odwracalnej w C(R), roznej od funkeji stale rowne;
jeden (jednosci pierscienia C'(R)).

(c) Ktore funkcje w C'(R) sa odwracalne ?

(d) Poda¢ przykltad funkcji w C'(R), ktora jest dzielnikiem zera w C'(R).

(e) Ktore funkcje w C'(R) sa dzielnikami zera ?

10. Okresli¢ dzialania @ i ©® w zbiorze Z tak, by funkcja f : (Z,®,®) — (Z,+, )
dana wzorem f(x) = x + 1 byla izomorfizmem. Wywnioskowa¢ stad, ze (Z,®,®)
jest pierScieniem (jest to struktura indukowana ze struktury (Z, +, -) poprzez funkcje
f).-Wskazaé jednosé i zero piericienia (Z, @, ®).

11. Pokazac, ze
SZH “ b]:a,beR}
b «a

jest podpierscieniem pierscienia Moyo(R), izomorficznym z ciatem liczb zespolonych

C.



