
Algebra 1A, lista 9.

Konwersatorium 19.12.2016, ¢wi
zenia 3.01.2017.

0S. Materiaª teorety
zny: Ciaªo uªamków dziedziny: konstruk
ja, podstawowe

wªasno±
i, przykªady: Q jako 
iaªo uªamków Z, 
iaªo funk
ji wymierny
h R(X),R(X, Y ), F (X).
Norma euklidesowa i pier±
ie« euklidesowy: de�ni
ja. Twierdzenie Bezouta. Pier-

±
ie« Gaussa jako pier±
ie« euklidesowy. Podzielno±¢ w pier±
ieniu R. Najwi�kszy

wspólny dzielnik NWD(a, b) i najmniejsza wspólna wielokrotno±¢ NWW (a, b) w

dziedzinie R (de�ni
ja). Istnienie NWD w pier±
ieniu euklidesowym. Algorytm

Euklidesa w Z i w dowolnym pier±
ieniu euklidesowym R.
1. Wykona¢ dzielenie z reszt¡ w nast�puj¡
y
h pier±
ienia
h euklidesowy
h. Po-

dzieli¢:

(a)S 3X4 + 4x3 −X2 + 5X − 1 przez 2X2 +X + 1 w Q[X ],
(b)S X6 +X4 − 4X3 + 5X przez X3 + 2X2 + 1 w R[X ],
(
)S X7 +X6 +X4 +X + 1 przez X3 +X + 1 w Z2[X ],
(d)S 2X5 +X4 + 2X3 +X2 + 2 przez X3 + 2X + 2 w Z3[X ],
(e)K 17 + 11i przez 3 + 4i w Z[i],
(f)S 20 + 8i przez 7− 2i w Z[i].
W punkta
h (e) i (f) poda
 wszystkie mo»liwe wyniki dzielenia z reszt¡.

2. Znale¹¢ NWD(a, b) w podanym pier±
ieniu euklidesowym, znale¹¢ element s, t
takie, »e as+bt jest NWD(a, b). (w razie potrzeby do omówienia na konwersatorium)

(a)S a = 33, b = 42 w Z,

(b)S a = 2891, b = 1589 w Z,

(
)S a = 2X3 − 4X2 − 8X + 1, b = 2X3 − 5X2 − 5X + 2 w Q[X ],
(d)S a = x6 −X3 − 16X2 + 12X − 2, b = X5 − 2X2 − 16X + 8 w Q[X ],
(e)S a = X4 +X + 1, b = X3 +X2 +X w Z3[X ],
(f)S a = X4 + 2, b = X3 + 3 w Z5[X ],
(g)S a = 4− 1, b = 1 + i w Z[i].
3. Znale¹¢ jakiekolwiek rozwi¡zanie x, y ∈ Z równania:

(a) 15x+ 36y = 3,
(b) 24x+ 29y = 1,
(
) 24x+ 29y = 6.
4. Rozstrzygn¡¢, 
zy dany element jest odwra
alny w danym pier±
ieniu. Je±li

tak, znale¹¢ element odwrotny.

(a) 105 w Z351.

(b) 327 w Z2012.

5. Zaªó»my, »e p jest li
zba pierwsz¡.

(a) Udowodni¢, »e (X − a)|(Xp−1 − 1) w Zp[X ] dla ka»dego niezerowego a ∈ Zp.

(b) Obli
zy¢ iloraz (Xp−1 − 1)/(X − a) w Zp[X ] gdzie p = 5, a = 2.
(
) Udowodni¢, »e (Xp−1 − 1) = (X − 1)(X − 2) . . . (X − p+ 1) w Zp[X ].
6. Zaªó»my, »e W (X) jest wielomianem stopnia n nad dziedzina R. Udowodni
,

»e W ma nie wi�
ej ni» n pierwiastków w R (wsk: rozwa»y¢ 
iaªo uªamków Q = R0

pier±
ienia R).



7. Ile pierwiastków ma wielomian X3+5X ∈ Z6[X ] w pier±
ieniu Z6 ? Porówna¢

wynik z poprzednim zadaniem.

8. (a) Czy funk
ja δ(W (X)) = deg(W ) jest norm¡ euklidesow¡ w pier±
ieniu

Z[X ]?
(b)* Udowodni¢, »e pier±
ie« Z[X ] nie jest euklidesowy.
9. Zaªó»my, »e R jest dziedzin¡ oraz a, b ∈ R, b 6= 0.

(a) Udowodni¢, »e je±li a|b, to istnieje jedyne q ∈ R takie, »e aq = b. q nazywamy

ilorazem b przez a.
(b) Nie
h R0 ozna
za 
iaªo uªamków dziedziny R. W sytua
ji w (a) udowodni¢, »e

w 
iele R0 q jest równy uªamkowi

b

a
. Dlatego q ozna
zamy przez

b

a
.

(
) Zaªó»my, »e d ∈ R jest NWD(a, b). Udowodni¢, »e ab

d
jest wspóln¡ wielokrotno-

±
i¡ a i b, tzn. jest podzielne przez a oraz przez b w R.
10*. Zaªó»my, »eR jest pier±
ieniem euklidesowym w którym δ(a+b) ≤ max{δ(a), δ(b)}

dla wszystki
h niezerowy
h a, b ∈ R taki
h, »e a + b 6= 0. Udowodni¢, »e iloraz i

reszta w dzieleniu z reszt¡ w R sa wyzna
zone jednozna
znie.


