Algebra 1A, lista 9.

Konwersatorium 19.12.2016, ¢wiczenia 3.01.2017.

0S. Material teoretyczny: Cialo utamkow dziedziny: konstrukcja, podstawowe
whasnosci, przyktady: Q jako ciato utamkow Z, ciato funkeji wymiernych R(X), R(X,Y), FI(X).
Norma euklidesowa i pierscienn euklidesowy: definicja. Twierdzenie Bezouta. Pier-
dcienn Gaussa jako pierscien euklidesowy. Podzielno$¢ w pierscieniu R. Najwiekszy
wspolny dzielnik NW D(a,b) i najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ NWW (a,b) w
dziedzinie R (definicja). Istnienie NW D w pierscieniu euklidesowym. Algorytm
Euklidesa w Z i w dowolnym pierscieniu euklidesowym R.

1. Wykonaé¢ dzielenie z reszta w nastepujacych pierscieniach euklidesowych. Po-
dzieli¢:

(a)S 3X* + 423 — X? +5X — 1 przez 2X%2 + X + 1 w Q[X],

(b)S X+ X4 —4X3 +5X przez X +2X? + 1 w R[X],

(c)S X"+ X®+ X+ X + 1 przez X3 + X + 1 w Zy[X],

(d)S 2X5 + X4+ 2X3 + X2 + 2 przez X°® +2X + 2 w Z3[X],

(e)K 17 + 117 przez 3 + 4i w Zli],

(f)S 20 + 8i przez 7 — 2i w Z[i].

W punktach (e) i (f) podac wszystkie mozliwe wyniki dzielenia z reszta.

2. Znalez¢ NW D(a,b) w podanym pierscieniu euklidesowym, znalez¢ element s, ¢
takie, ze as+bt jest NW D(a,b). (w razie potrzeby do omowienia na konwersatorium)

(a)Sa=33, b=42w Z,

(b)S a =2891, b= 1589 w Z,

(€)S a=2X3— 4X2—8X+1, b=2X3—-5X?-5X +2w Q[X],

(d)Sa=a2%—-X3—-16X?+12X —2, b= X° - 2X?%2 - 16X + 8 w Q[X],

e)Sa=X'"+X+1, b=X3+X?+ X w Z3[X],

(f)Sa=X*+2, b= X3+3 w Zs[X],

(gSa=4—-1,b=1+1iw Z[i].

3. Znalez¢ jakiekolwiek rozwigzanie x,y € Z roéwnania:

(a) 15z 4 36y = 3,

(b) 24z 429y = 1,

(c) 24z + 29y = 6.

4. Rozstrzygnac, czy dany element jest odwracalny w danym pierscieniu. Jesli
tak, znalez¢ element odwrotny.

(a) 105 w 2351.

(b) 327 w Zso12-

5. Zalozmy, ze p jest liczba pierwsza.

(a) Udowodni¢, ze (X — a)|(XP~! — 1) w Z,[X] dla kazdego niezerowego a € Z,.

(b) Obliczy¢ iloraz (XP~' —1)/(X — a) w Z,[X] gdzie p =5, a = 2.

(c) Udowodnié, ze (XP~'—1)=(X —1)(X —=2)...(X —p+1) w Z,[X].

6. Zalozmy, ze W (X) jest wielomianem stopnia n nad dziedzina R. Udowodnic,
ze W ma nie wiecej niz n pierwiastkow w R (wsk: rozwazy¢ cialo utamkow Q = Ry
pierscienia R).



7. Tle pierwiastkow ma wielomian X2 +5X € Zg[X] w pierscieniu Zg ? Poréwnaé
wynik z poprzednim zadaniem.

8. (a) Czy funkcja 6(W (X)) = deg(W) jest norma euklidesowa w pierscieniu
Z[X]?

(b)* Udowodnié¢, ze pierscieni Z[X] nie jest euklidesowy.

9. Zalozmy, ze R jest dziedzing oraz a,b € R, b # 0.
(a) Udowodni¢, ze jesli alb, to istnieje jedyne ¢ € R takie, ze ag = b. ¢ nazywamy
ilorazem b przez a.
(b) Niech R, oznacza cialo utamkow dziedziny R. W sytuacji w (a) udowodnié, ze
w ciele Ry ¢ jest réwny utamkowi g Dlatego g oznaczamy przez g
(c) Zalozmy, ze d € R jest NW D(a,b). Udowodni¢, ze % jest wspolna wielokrotno-
Scia a i b, tzn. jest podzielne przez a oraz przez b w R.

10*. Zalozmy, ze R jest pierscieniem euklidesowym w ktorym d(a+b) < max{d(a),d(b)}
dla wszystkich niezerowych a,b € R takich, ze a + b # 0. Udowodnié, ze iloraz i
reszta w dzieleniu z reszta w R sa wyznaczone jednoznacznie.



